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ma primitiva. E però quegli che volesse avere co- 
noscenza de’ nuovi metodi deve ricorrere alle Ope- 
re di hesse, di joachimsth ai. , e meglio ancora a 
quella del salmon; se pure non isdegnasse di leggere 
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COMPENDIO 


DI GEOMETRIA ANALITICA. 


PARTE PRIMA 

GEOMETRIA TEI, PIANO. 


CAPITOLO I. 

Nozioni preliminari. 

1. Distinzione tr.v le proprietà metriche e le proiet- 
tive. — Lo proprietà dell’estensione sono di due specie: alcune 
derivano dal considerare l’estensione limitata come una quan- 
tità misurabile, o son dette proprietà di grandezza, o 
proprietà metriche; altre derivano dal considerare l’esten- 
sione nelle sue forme speciali, e son dette propri età d i forni a 

0 projet ti ve. Cosi p. c. in un triangolo sono proprietà metri- 
che quelle che riguardano i rapporti de’ triangoli simili; la mi- 
sura del triangolo; lo relazioni tra i quadrati fatti su i lati d’un 
triangolo, ec.; e sono proprietà projettivc quello che si riferi- 
scono alle relazioni tra i Iati o tra gli angoli, dipendentemente 
dalla specie particolare del triangolo ; quelle che si riferiscono 
alle trasversali nel triangolo; ec. 

2. Distinzione tra la geometria pura e l’analitica. — 
Lo studio delle proprietà sieno metriche o projettive si può fare 
in due modi : sia adoperando il puro linguaggio geometrico , 
per quanto la natura della questione possa comportarlo ; sia 
usando le teorie algebriche. Nel primo caso si à la Geometria 
pura; nel secondo si à quella che si chiama Geometria a n a- 

1 itica. 

Rubini - Geom. Analitica. 1 
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2 §. 3. PASTE PRIMA -GEOMETRIA NEL PIANO §. 4. 

3. Già lo studio dulia Trigonometria à mostrato come il lin- 
guaggio algebrico si possa applicare allo studio della Geome- 
tria; e comunque in quel luogo non si trattava che di pro- 
prietà metriche di triangoli, puro non è difficile intendere 
come la stessa cosa sia possibile trattandosi di proprietà me- 
triche di altre figure. Imperocché ogni porzione determinata 
dell’ estensione, come sia la distanza fra due punti, un’area, 
un volume, può esser sempre rappresentata da un numero in- 
dicante il rapporto di essa alla rispettiva unità, e quindi in 
generale da un simbolo algebrico d ,s , » : inoltre una proprietà 
di grandezza non è altro che una relazione fra i rapporti delle 
quantità che si considerano allo rispettive unità, qualunque 
queste sicno , e perciò ò una relazione fra simboli generali 
a,b,c, ee.. Ora l’Algebra insegna come esprimere si fatte re- 
lazioni , e quindi s’ intende come essa possa applicarsi allo 
studio delle surriferite proprietà. Ma non è ugualmente age- 
vole l’ intendere fin da ora come l’Algebra si possa benanche 
applicare allo studio delle proprietà projettive; ciò si vedrà in 
seguita 

4. Principio d’omogeneità.— A pplicando l’Algebra alla Geo- 
metria è necessario tener presente il principio d’omoge- 
neità, ovvero l’omogeneità delle equazioni, che è 
una condizione alla quale deve soddisfare un’equazione fra più 
quantità della stessa specie, perché indicasse una realtà, e 
non una cosa impossibile. Il principio di cui ò parola s’vnunzia 
cosi: perchè un’ equazione fra piò, simboli a,b,c, ec., rappre- 
sentanti i valori di altrettante quantità omogenee A,B,C, ec. 
rispetto a un’unità comune che non fa parte dell’equazione, possa 
indicare una realtà, è d’ uopo che ponendo in essa ka,kb ,kc, ec. 
in luogo di a,b,c, ec., la sua forma non rimanga per nulla 
turbata., restando libera del k che dinota un numero qualunque. 
La verità di questo principio si fa paleso quando si rifletta , 
che l’equazione data indica una relazione tra i rapporti a,b,c, ec. 
delle grandezze A , 13 , C , ec. alla loro comune unità, e una 
relaziono di tal natura non può variare passando da un’unità 
ad un’altra : cosi se un angolo è doppio d’un altro, sarà sempre 
doppio qualunque sia l’uuitA di angolo; se una retta è la somma 
di due rette, ciò avverrà sempre, sia che si pigli per unità 
il metro , il braccio , o qualunque altra unità lineare ; e casi 
discorrenda Ora se le grandezze A,B,C, ec. si riferiscono a 
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§• ». 


§• 5. 


un’altra unità, che stia alla prima come 1:4, i numeri che 
ora rappresenteranno dette grandezze saranno ka,kb,kc, ec. , 
perchè è noto che i numeri rappresentanti una stessa gran- 
dezza riferita a due unità di diverso valore, stanno tra loro nel 
rapporto inverso di dette unità; e questi nuovi numeri messi 
in luogo de’ primi a,b,c, ec. devono fare rimanere l’equazione 
data inalterata nella forma primitiva, e affatto libera dal A; 
altrimenti se questo k restasse in un modo qualunque nel- 
l’equazione, ne verrebbe che, variando l’unità, varierebbe pure k 
e l’equazione; ma ciò non può avvenire se quell’equazione in- 
dica veramente una costante relazione tra le grandezze A,B,C, ec. 
Cosi se A , B , C sono tre rette, e la somma delle prime due 
eguaglia la terza, questa relazione, indicata dall’ eguaglianza 
a + b — c fra i numeri che rappresentano quelle rette, deve ri- 
manere inalterata cambiando d’unità; in modo che supponendo 
come sopra mutata l’unità primitiva nel rapporto 4:1, tra i 
nuovi numeri ka,kb,kc deve esistere la stessa relazione, cioè 
che la somma do’ due primi dev’essere uguale al terzo, qua- 
lunque sia k , il che richiede che nella nuova equazione il k 
sparisca; altrimenti se restasse soltanto in un termine, e poniamo 
che si potesse avere a-rb—kc, allora secondo cho k — 2,3,4, ec., 
cioè secondo che la nuova unità è metà, terza, quarta, ec. , 
parte della prima,- la somma a + b è doppia, tripla, quadru- 
pla, ec. di c ; e quindi le stesse rette A,B,C sarebber tali, che 
la somma delle prime due sarebbe ora doppia, ora tripla. , ora 
quadrupla della terza; il che è manifestamente impossibile. 
Pertanto l’asserto principio è vero. 

5. Questo principio devesi verilìeare per quei simboli del- 
l’equazione, i quali rappresentano quantità della stessa specie 
riferite, come sopra è detto, a un’unità che non fa parte della 
stessa equazione. Così se a,b,c indicano i valori numerici di 
tre rette, ed m,n,p tre numeri astratti, o anche i valori di 
tre altre grandezze tra loro omogenee, ma non omogeneo alle 
prime, e si à l’equazione: 

(1) via 1 \-nb ì -—j>bc, 

nella quale non entra 1’ unità cui si riferiscono i numeri a,b,c, 
essa indica una relazione vera; perchè soddisfa il principio 
d’ omogeneità rispetto ai simboli a,b,c, al modo sopra dichia- 
rato, vale a dire che ponendo ka,kb.kc invece di a,b,c la forma 
di quell’equazione non s'altera. 
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6. Ma quando l’unità di misura entra essa pure nell’equa- 
zione , questa non sarà più omogenea, e non pertanto non sarà 
falsa. Cosi se pupponiamo che delle tre rette rappresentate da 
a,b,c la terza è presa per unità, allora nell’equazione (1) è 
6=1, e quell’equazione prende la forma: 


( 2 ) 


tua 1 4- nb* —pb , 


che non soddisfa più al principio d’omogeneità, ma non cessa 
perciò di esser vera come la stessa (1) d’onde legittimamente 
è dedotta. 

In questo caso i numeri a c b della (2) sono propriamente 
quelli che indicano i rapporti delle due rette rappresentate 
da a e b a quella rappresentata da c; cosi che l’equazione (2) 
può essere scritta anche cosi : 

à* b 


+ »-« -f- -, 

c ì c 


( 3 ) 

c sotto questa forma il principio d’ omogeneità à luogo; il che 
doveva essere, perchè questa (3) non è che la (1) divisa pere. 

Da ciò si vede elio si può passare dall’ equazione (2) non 
omogenea, e non falsa all’ equazione omogenea (3), sostituen- 
do ai simboli a c b gli altri ° e — . Ora questa proposi- 

c c 

zi one è generale, perchè se a,b,c, cc. indicano quantità omo- 
genee, o tra esse e la loro unità vi esista una relaziono; 
e se le dette quantità e la stessa loro unità le supponiamo 
riferite a un’altra unità elio contenga r volte la prima, i numeri 

a,b,c, oc. diverranno — , — , cc. , e l’equazione data do- 
v r t 

vrà continuare ad aver luogo; ma con questa sostituzione si 
à un’equazione tra i simboli a,b,c , . . ■ r, che rappresentano 
quantità della stessa specie riferite tutte a un’ unità che non 
fa parte dell’ equazione , quindi questa dev’ essere omogenea 
fra detti simboli. 

Pertanto se un’ equazione non è omogenea rispetto a certi 
simboli a,b,c, ec. , rappresentanti grandezze omogenee, sol 
perchè l’unità di queste grandezze fa parte dell’equazione; al- 
lora questa si può rendere omogenea, sostituendo a quei sim- 
boli gli stessi simboli divisi per un simbolo comune r. 

Così, se lo linee trigonometriche si considerano come rette, 

1 equazione tana - - ~ non omogenea; pero quest equazione 
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è vera perchè l’unità delle tre rette sen a: , cos a; , tan £ , che è 
il raggio 1, fa parte di detta equazione; onde si potrà renderla 
, sena; cosa; tana; . 


omogenea ponendo 


in luogo di sena;. 


v scn oc 

cosa;, tana;, e si à tana;= ; la quale equazione è oino- 

cosa: 

genea fra i quattro simboli r, sena;, cosa;, tana; rappresentanti 
quattro rette. 

Similmente se x c y dinotano due rette, e a rappresenta un 
numero, l’equazione y = non è omogenea; ma si può ren- 

X 

•P V • V , 

derla tale, ponendovi — invece di x,u, e si a y=ra r . che e 
r r 

un’ equazione omogenea. 

7. Dopo tutto l’ esposto intorno al surriferito principio, oc- 
corrono due osservazioni. Primamente è da notare, clic un’equa- 
zione sarà omogenea rispetto ad alcuni de’ simboli omogenei 
che. contiene , quando , essendo algebrica , « tutti i termini 
dello stesso grado rispetto a quei simboli ( badando che se un 
termine è frazionario il suo grado è uguale alla differenza tra 
quello del numeratore e quello del denominatore; e quando il 
termine è irrazionale il suo grado è uguale al quoziente del 
grado della funzione sotto il radicale diviso per l’indice). In 
fatti quando ciò avviene la sostituzione de’ simboli ka,kb,kc, ec. 
in vece di a,b,c, oc. non fa altro clic introdurre una potenza 
di k come fattore comune in tutti i termini, e perciò, sop- 
primendola , l’ equazione resterà libera da questo simbolo ; il 
che si richiede pel principio d’omogeneità. Così l’equazione: 

my 1 — 2 (- V a* b* — mx* — 0 

a 

è omogenea ed è di 2° grado rispetto ai simboli a,b,x,g, 
supposto essere m un fattore numerico; imperciocché ciascun 
termine è di 2° grado rispetto a detti simboli. 

In secondo luogo una formola che rappresenta una quantità 
dev’essere omogenea rispetto a quei simboli che rappresen- 
tano quantità omogenee a quella rappresentata dalla formola; 
o l’omogeneità di questa dev’essere conforme a quella della 
quantità che rappresenta: così se a,b,c , . . -x rappresentano 
rette, e l’espressione che rappresenta x è composta per mezzo 
di a,b,c, ec., quest’espressione dev’essere omogenea rispetto 
ad a,b,c, ec., c dev’essere di 1° grado coinè x. Imperocché 
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se fosse altrimenti l’ eguaglianza tra la forinola e x sarebbe 
un’ equazione non omogenea, il ehe non può aver luogo se la 
formola rappresenta una realtà. 

8. Costruzione geometrica di alcune formole alge- 

briche. — Trattando con l’Algebra una questione geometrica, 
i simboli algebrici rappresentanti gli elementi geometrici ven- 
gono ad essere sottoposti ad operazioni algebriche, secondo la 
natura della questione; e dovendo dal calcolo algebrico tornare 
alla figura è mestieri sapere interpetrare e costruire geome- 
tricamente alcune di quelle forinolo elio sono conseguenza del 
calcolo. Qui passeremo a rassegna le formole più elementari ; 
tra quali le più semplici, con cui può presentarsi una retta 
incognita .t in funzione di due rette note a,b, sono le seguenti : 
(4) x — a + b , (5) x — a — b , 

delle quali, la prima rappresenta la somma , e la seconda la 

differenza delle due rette a e b. Sup- 
posto che sia AB = a e CD = b , si 
avrà x della formola (4) prolungando 
AB da B verso E d’una quantità 
BE^CD, e sarà AE — a+b — x. S’avrà 
poi x della (5) portando da B verso A 
una porzione BE' = CD, c sarà AE' = « — b— x. 

9. Abbiamo supposto la retta da togliersi minore di quella 
dalla quale dev’ esser tolta. Se il contrario avvenga, allora con 
l’effettuare l’operazione allo stesso modo indicato, la differenza 
tra le due rette « = AB,é = CD' verrà a cadere da A ad E", e 
si troverà in senso opposto a quello della differenza AE'; nel 
tempo stesso il valore della formola algebrica a—b sarà nega- 
tivo, mentre è positivo per la differenza AE'. 

10. Più generalmente, se 8’ abbia x — a -fi — e-f d-e + . . ., si 
comporrà una sola retta di tutte quelle che ànno lo stesso 
segno -f, c un’altra di tutte quelle che portano il — , al modo 
testé indicato ; indi della prima se ne toglierà la seconda, ed 
il risultainento sarà la retta x. 

11. Tra le formole frazionarie e razionali la più semplice ò la 

bc 

seguente: x — — , la quale dà successivamente ax bc,a:b::c:x, 

e quindi la retta incognita x è quarta proporzionale in ordine 
alle tro rette date a,b,c, e quindi si costruirà com’ò spiegato 
negli Elementi di Geometria , parte prima , n” 306. 


c II 

c I) 

e” A e' B e 

' 1 t H 
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13 . 


b'- 

Quando b — c la forinola precedente diviene x~ — , e però 

come sopra, si à a:b :: b : X; quindi la retta incognita x sarà 
terza proporzionate in ordine alle due rette date a e b. 

12. Passando a frazioni più complicate consideriamo la for- 
inola seguente : 

( 6 ) aHC 


x = 


de 1 


Per costruirla si scrive così: X — 


— indi, ponendo 


per un momento — : 
a 


mb , . nc . . 

m, ~ n, s avra: x=—, o così x sarà 

e e 

quarta proporzionale allo tre rette e,n,c, delle quali le due 
e e c sono immediatamente date, o la n si trova con la re- 
lazione ausi/iaria — n, la quale indica che « è quarta pro- 
porzionale alle tre 'rette e,tn,b, essendo e c b rette imme- 
diatamente date, ed m essendo un’altra retta da costruirsi, 

dietro l’altra relazione ausiliario che indica essere m 

a 

terza proporzionale alle duo rette d ed a. Pertanto la costru- 
zione della formolo (6) s’ eseguirà cominciando dal costruire 
quest’ ultima terza proporzionale ni , indi Inquarta proporzio- 
nale n, ed in fino la retta cercata x. 

In generale , qualunque sia il numero de’ fattori de’ termini 
della frazione (purché resti verificata la legge di omogeneità) 
si potrà sempre scomporla in fattori anche frazionarti, il primo 
de’ quali indichi una quarta o una terza proporzionale, e tutti 
gli altri sicno dei rapporti ; allora costruita quella prima retta 
e moltiplicata pel secondo fattore s’ avrà a costruire una se- 
conda retta quarta proporzionale ; e così appresso. 

13. Passiamo finalmente alle frazioni a termini polinomi, e sia, 
abe 4- d-e — f 3 
gh — i 1 

Per costruire questa formola si cerca ridurla all’ espressione 
d’ una quarta proporzionale; il che s’ottiene dividendone pri- 
mamente ambo i termini per un monomio di grado inferiore 
d’ un’ unità al grado del denominatore, poniamo per », e s’avrà: 
abe d t e f 3 

i i i 

x= ~~W~i 5 

f 


( 7 ) 
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così il numeratore è di 2° grado, e il denominatore di 1°: indi 
si potrà scomporre il numeratore in due fattori di 1" grado , 
ponendo come fattore comune di tutti i suoi termini una qua- 
lunque delle lettere che entrano in essi, la / per esempio, e 
risulterà : 

( ohe de x f*\ 

S\ fi ^ J'i {) 

r ~ gli 


Fatto ciò non rimane che costruire, per mezzo della regola 

(lI/C (Ì~C 

del 8. prec., le due rette —rr , — e addizionarle come al 

fi /* 

ft 

8. 8; indi costruire la retta —, come al §. 11 , e togliere 

* t 

questa retta dalla somma delle due prime : s’ avrà così por 
risultamento una certa retta, che dinoteremo con m. Riducendo 
similmente il denominatore ad un’altra retta che chiameremo n , 

risulterà x = e si tratterà finalmente costruire una quarta 


proporzionale in ordino alle tre rette »./, m por ottenere l’in- 
cognita .r. 

14. Passiamo ora alla costruzione delle formolo irrazionali , 
delle quali le più semplici sono le seguenti tre: 

(8) x=V«*4i s , (9) (10) x=\ ! d>, 

clic elevate a quadrato divengono: 

x* = «’ + A* , a:* — a* — A* , x* — ab; 

secondo la prima di queste formole, l’incognita x è l’ ipotenusa 
d’un triangolo rettangolo, avente por cateti le due rette a e b; 
in virtù della seconda la x è il cateto d’un triangolo rettan- 
golo avente per ipotenusa la retta data a e per altro cateto 
l’altra retta b\ o finalmente secondo la terza la x è una media 
proporzionale tra le rette date a e b. Quindi si costruiranno 
queste rotte com’è spiegato negli E. di G. p. p. n.' 411 e 426. 

15. Quando sotto un radicale quadrato vi è una somma di ter- 
mini di 2° grado, che in generale rappresenteremo con p ì ,q i ,r i , ec., 
in modo che 

(11) ,r = \ p* -r q* — r* — «*, ec. 

la retta .r si può costruire in due modi : 1°. Si può fare p" 1 + q 1 - : A’, 
e costruire il Iato del quadrato A 1 ; così la (11) diviene: 

.r = A* — r 1 s 1 , ec- 
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Indi porre A* — r* = A*, c costruire il lato del quadrato A*; dopo 
di che si à x = \ k 1 — t 1 , oc. c così si continua sino a che non 
sieno stati considerati tutti i termini della forinola (11). 

2.° — Si può ancora porre la (il) sotto la forma seguente! 



indi costruire la retta rappresentata dal fattóre chiuso in pa- 
rentesi secondo le regole precedenti , c finalmente trovare una 
media proporzionale tra questa retta c l’altra p. 

Le formolo (8), (9), (10) possonsi considerare come le radici 
d’ un’ equazione di 2° grado della forma j 1 = q-, 

16. Veniamo ora alla costruzione delle radici d’ un’ equazione 
di 2.” grado completa , la quale, come si sa, con i segni espli- 
citi, può assumere una delle quattro seguenti formo : 

(12) x* 4 p.r — q* = 0 , (13) x* — p.v — q 1 — 0, 

(14) x* ->-px -f q* = 0 , (15) x* — p.r 4- q 1 = 0. 

Prima di tutto osserveremo che le radici della (12) sono quelle 
stesse della (13), prese col segno cambiato ( Elem.Alge . n.°320); 
inoltre ciascuna di quelle equazioni à le sue radici di segno 
contrario; c dippiù nella (12) la radice maggiore, in valore as- 
soluto, è la negatica, come nella (13) è la positiva. Similmente 
le radici della (14) sono quelle della (15) col segno contrario; 
inoltre nella (14) le radici sono amendue negative , mentre 
nella (15) sono amendue positive. Da questa breve osservazione 
risulta, che la costruzione delle radici della (12) vale egualmente 
per quelle della (13); e la costruzione dello radici della (14) vaio 
ancora per quelle della (15). Premesso ciò, si chiamino x' ed x" 
le radici della (12), e sia x" la radice negativa, allora per la 
teoria delle equazioni avremo : 

x' — x" — — p , — x'x" = — q 1 , o vero 
x" — x' —p , x'x " = f*. 

Queste due equazioni ci mostrano che le radici richieste sono i 



Iati d’un rettangolo equivalente al quadrato q *; e la 
differenza di questi lati è p ; laonde (E. G. p. p. 
n.° 447) centro C e col raggio \ p descrivasi la cir- 
conferenza 11 MM'; indi si meni la tangente BA-y; 
si congiunga AC, e si prolunghi fino ad incon- 
trare nuovamente in M' la circonferenza; sarà: 
x' — AM,ft" = - AM'. Pertanto le radici della (12) 


sono, espresse dalla segante AM' e dalla parte esterna AM, e la 
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prima di queste rette è la radice negativa. Quindi, per L’osscr- 
vaziope fatta superiormente, le radici della (13) saran pari- 
mente espresse dalla secante AM' e dalla parte esterna AM, ina 
questa invece sarà la negativa. 

Passiamo ora alla costruzione delle equazioni (14) e (15). Di- 
notando con x',x" lo radici della (13), e tenendo presente che sono 
ambedue positive, avremo: .r'-i-.r " — p, x'x" = q t ; il che ei mostra 
essere le radici cercato i lati d’un rettangolo equivalente a c la 
somma di questi lati essere eguale a p; laonde (KG. p.p. n.° 412) 
sulla retta AB p, come diametro, descritta la 
’Xvi mezza circonferenza A MB, s’adatti a l’estre- 
mo B la tangente BD=y; indi dal punto D 
si meni DMM'parallclaadAB.edal puntoM 
A s’ abbassi su AB la perpendicolare MP; le 
radici cercate saranno x'= + BP, .x"=+AP , o pure .r' - DM , 
i"=+I)M'. Prendendo invece queste rette col segno—, avremo 
le radici della (14). Pertanto, dopo tutto il precedente esposto, 
possiamo stabilire la seguente regola per costruire le ra- 
dici d’ u n’ c q u a •/. i o il e d i 2° g r a d o c o m pietà: si costrui- 
sca con un raggio eguale alla metà di i coefficiente del secondo 
termino una circonferenza; in un punto eli essa s’adatti la 
tangente , al a partire da! punto di contatto se ne stacchi una 
porzione eguale alla radice quadrata del termine noto: indi, se 
il termine noto è negativo nel primo membro, si congiunga 
l’estremo di questa tangente col centro , e si .prolunghi sino ad 
incontrar nuora-mente la circonferenza; le radici saranno tutta 
la segante e la parte esterna; e particolarmente l’ intera se- 
gante sarà la negativa, se il coefficiente dei secondo termine i 
positivo; e, all’opposto, la radice negativa sarà la parte ester- 
na, se il coefficiente del secondo termine è negativo. Quando 
poi il termine noto è positivo nel primo membro, dall’estremo 
della tangente si meni la parallela al diametro che passa pel 
punto di contatto, e le parti di questa parallela, comprese tra 
l’estremo di essa tangente ed i punti in cui va ai incontrar 
la circonferenza , saranno le radici cercate; che saranno positive 
ambedue, se ileoefficiente del secondo termine è negativo; e am- 
bedue negative, se il coefficiente del secondo termine è positivo. 

17. Risoluzione di alcuni problemi. — I problemi geome- 
trici, come ogu’ altra questione geometrica, si distinguono in 
metrici, e projettivi o grafici; imperocché il problema proposto 
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può aver per obbietto di determinare numericamente alcuni 
elementi d’ una figura, datine altri; o pure quello di assegnare 
graficamente la posizione di alcuni elementi d una figura, co- 
noscendo quelle di altri elementi. Nell’un caso e nell’altro il 
metodo a tenere potrà essere generalmente enunciato nella se- 
guente redola : supposto risoluto il problema, si disegni ad ar- 
bitrio la figura, che forma l’oggetto della questione, con tutti 
gli elementi dati, e quelli supposti incogniti; indi si esamini 
se fra questi e quelli ri sieno delle relazioni immediate, che per 
natura delta stessa figura, e per condizioni del pivblema, si 
possano esprimere in linguaggio algebrico, in modo da formar 
delle equazioni; se ciò non à luogo s’ introducano ausiliar- 
mente de’ nuovi elementi, tali che tra questi c i precedenti pos- 
sano aver luogo delle relazioni di figura, proprie ad essere tra- 
dotte algebricamente in equazioni ; e talmente ancora che, eli- 
minando tra esse questi elementi ausiliari, restino quelle equa- 
zioni ciré stabiliscono le dipendenze immediate tra gli elementi 
dati e gl’ incogniti della questione. È chiaro da ciò, che per 
poter avere una determinata soluzione il problema, è necessa- 
rio, algebricamente parlando, potersi formare altrettante equa- 
zioni distinte per quanti sono gli elementi incogniti della que- 
stione e gli ausiliari. 

18. Problema I. — Dato un triangolo, determinare il raggio 
del circolo iscritto in funzione dei lati di esso triangolo. 

Soluzione. — Supponiamo risoluto il problema, e dal centro 
del circolo iscritto s’ intendano abbassate le perpendicolari su 
i tre lati a.b ,c , ciascuna delle quali risulterà eguale al rag- 
gio R che si domanda. Dopo ciò si osservi, che m questo caso, 
senza bisogno d’alcun elemento ausiliario, si può stabilire l’equa- 
zione del problema; perocché dinotando con S la superficie del 
triartgolo, si à immediatamente: 


donde si ricava : 
(16) 


5 (^ + b -t c) R — S , 
2 S 


R 


S 

s 


avendo messo per brevità a + b + e — 2s. 

19. Problema II. — Dati i tre lati d’ini triangolo, deter- 
minare il raggio del circolo circoscritto in funzione de mede 
simi lati. 
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Soluzione. — Rappresenti ABO il triangolo dato: ponzatisi 
i lati AB —e , AC = b , BC = a , e si dinoti 
con r il rasoio del circolo ABC circoscritto. 
Seguendo la redola precedente, supporremo ri- 
soluto il problema, o che O sia il centro del 
circolo; jier modo che, colici ungendo AO o 
prolungando questo raggio sino ad incontrare 
novellamente la circonferenza in I), sarà AD 
un diametro, e perciò sarà AD-2r. E poiché tra i lati AB,BC,AC 
e il diametro AD non v’ à relazione immediata , congiungere- 
mo BD,CD e avremo un quadrilatero AB1)C iscritto, il quale, 
per una proprietà conosciuta, dà l’eguaglianza: 

(a) AB x CD t ACxBD = AD X BC , 

la quale stabilisce una relazione tra gli elementi dati AB, BC, AC, 
l’elemento incognito r, che vi entra col suo doppio AD, e duo 
altri elementi ausiliarii BD,CD, da essere eliminati, per mezzo 
di due altre relazioni che bisogna cercare. Queste relazioni de- 
rivano subito dalla natura de’ due triangoli BAD, A CD, i quali 
per essere AD un diametro son rettangoli, e danno: 

BD = v AD* - AB*, CD = VXD* - AC* ; 
laonde, ponendo queste espressioni nella (a) c sostituendo i sim- 
boli algebrici, s’ottiene: 

c\ 4> - b'- + b v-D^c 7 :-. 2 ar , 
donde risolvendo si ricava: 

ahc 

^ >] \ 4aW-(a* + b'-c'f 

È questa la forinola che risolve la proposta questione, e può 
facilmente essere trasformata in modo da potervi applicare i 
logaritmi. In effetti, osservando che la quantità sottoposta al 
radicale 6 la differenza di due quadrati, potremo scomporla in 
fattori, come qui appresso : 

4 aW - [a'- + b'- - c 1 ) 1 = (2 ab + a* + b* - c*) (2 ab - a 1 - b* + e*) = 

[(a + 4)*— c l ] [c* — (a — b ) ! ]=(a + b + c) (a + b — c) (a + e — b) (c + b- a); 
onde, fatto come sopra a -brC — 2.?, s’ avrà : 

4a*4* — (a 4 -f 4 ! — c ’) x — 1 6s (s— a) (s — b j s — c) ; 
ed in line, sostituendo nella (4), si otterrà : 

_ abr, 

4\/,v(.s a)(.«-4)(,r e) 
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20. Il vantaggio dell’applicazione dell’Algebra alla Geometria 
non ò solo quello di dar le forinole che alla proposta questione 
si riferiscono; ma di condurre ancora ad altre proprietà, o re- 
lazioni diverse dalle proposte, paragonando le forinole ottenute 
con altre già note. E per fermo, se nell’attuale problema si 
riflette, che il radicale della formula (18) rappresenta la super- 
ficie S del triangolo (Trig. n° 144), ne trarremo subito l’altra 
elegante formola : 

(19) ASr — abc, 

che stabilisce una relazione tra i lati, la superficie del trian- 
golo, e il raggio del circolo circoscritto. 

Laonde si pud ancora, mercè le formolo (1, 2, n° 143) della 
Trigonometria, combinate con la procedente (19), esprimere il 
raggio in funzione di due lati e dell' angolo opposto a uno di 
essi, o pure d’ un lato e due angoli. 

Similmente, eliminando 8 tra la (16) c la (18), s’airà: 

(20) AJlrs -- abe , 

e questa formola stabilisce una relazione fra i lati del trian- 
golo e i raggi de’ circoli iscritto e circoscritto. 

21. Problema III. — Dato il triangolo ABC menare una retta 
parallela al Iato AC, in modo che la parte MX, intercetta fra 
gli altri due lati, risulti eguale ad un’ altra retta data d. 

Analisi. — Suppongasi risoluto il problema, e sia MX la 
B retta dimandata; indi s’osservi che attual- 

mente è incognito il punto M, pel quale dee 
passare questa retta, e che d’ altronde , co- 
nosciuto questo punto, la questione è riso- 
luta. L’incognita del problema è dunque la 
distanza di questo punto da un punto dato; 
poniamo che sia la AM, c perciò facciasi : 
\ AB = a , AC = b , AM — x, d’onde risulterà 
' BM = a — t. 

Posto ciò, tra questi elementi dati «1 inco- 
gniti abbiamo una relazione, che deriva dal dover essere MX paral- 
lela ad AC, e però devesi avere la proporzione AB:AC::BM:MN, 

— J 

o vero in simlxdi donde MN = — — . Inol- 

a 

tre, per seconda condizione del problema dev’essere MN = <f, 
b (a — x) 


M 


D..A 


M' 


/ 


X I) 
, J 


dunque dovrà esser pure 


-~d. Soddisfatte cosi algebri- 
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camcnto tutte le condizioni del problema, non resta che trarre 
il valore dell’ incognita da quest’ultima equazione, c si à: 


( 21 ) 


aib d) 
b 


Laonde j>er avere la distanza incognita AM, converrà (§.6) 
costruire una quarta proporzionale in ordine alle tre rette b,a, 
e b — d. Questa costruzione potrebbesi fare a parte; ma sarà 
più elegante eseguirla senza uscir dalla iigura data. A ciò fa- 
cilmente si perviene mercè la seguente 

Composizione dei, problema. — Si tagli CD — d ; si meni 
per D la DM parallela a IiC . , e sarà M il punto cercato. 

In effetti, essendo CD = d , sarà AD — b — d; e perchè I)M 
è parallela a BC , la AM è quarta proporzionale alle tre rette 
AC , AB ed AD, cioè b , a c b—d. 

Disamina. — La formola (21) ci mostra che la .r sar ìi positiva, 
nulla o negativa, secondo che sarà b > d ,b = d , b < d; nel primo 
caso il punto M cadrà da A verso B e la retta MN si troverà 
dentro il triangolo; nel secondo caso il punto M cadrà in A 
e la retta cercata coinciderà con AC ; e finalmente nel terzo 
caso il punto incognito cadrà sul prolungamento di BA, in M', 
e la retta cercata cadrà fuori del triangolo, ma sarà sempre 
compresa nell’angolo ABC; il che forma propriamente la con- 
dizione con cui è messo in equazione il problema. Ora in cia- 
scuno de’ tre casi contemplati la costruzione è sempre la stessa. 
22. Mono DI DETERMINARE LA DIREZIONE D’ UNA RETTA IN 


un piano. — Per fissare la direzione di una retta (R) in un 
piano, bisogna saper l’ angolo che essa deve formare con un’altra 



retta data di posizione nello stesso piano. 
•Sia questa la X'X indefinitamente pro- 
lungata; si prenda dovunque in essa un 
punto 0, e si chiami direzione po- 
sitiva della X'X quella con cui si va 
da X' verso X;c direzione negativa 
la contraria, cioè quella con cui si va da 
X verso X'. In fine chiamiamo asse la 
retta fissa X'X. Posto ciò, supponiamo 


che la summentovata retta (R) abbia a fare un angolo a con la 


direzione positiva dell’asse; allora al punto 0 si condurrà la ret- 
ta OM in modo da formare l’angolo MOX-«: la direzione di(R) 


sarà parallela alla OM. 
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23. L’angolo a può essere acuto od ottuso, e la costruzione 
sarà la stessa in amili i casi : ora se 1’ angolo è ottuso come 
M'OX: l’adiacente M'OX' è acuto; in questo caso la retta OM' 
s’inclina alla direzione negativa OX': mentre nel caso del- 
l’angolo acuto MOX, la retta OM s’ inclina alla direzione po- 
sitiva OX; si che la retta (R) s’inclinerà alla direzione posi- 
tiva o alla negativa dell’asse, secondo che l’angolo a, che essa 
deve fare toh la direzione positiva, è acuto oil ottuso. In ogni 
caso chiameremo inclinazione l’angolo acuto. 

Inoltre comunque l’angolo non possa eccedere 180°, pure tal- 
volta occorre considerare la retta OM coinè so s’aggirasse in- 
torno al punto 0; onde, in questo caso, l’angolo a, sia minore 
o maggiore di ISO", si suol chiamare rotazione; la quale di- 
remo positiva se gli ar.-hi, che misurano gli angoli in un cir- 
colo di raggio OA, si contano andando nella direzione ABA'B'A; 
e perciò sarà negativa la rotazione contraria a questa, come è 
indicato dalle frecce. 

24. Proiezione d’ un pento o d’ una retta sopra un asse. — 

Sieno XX', YY' due rette date di posi- 

B f- -.il zionc (due assi) e sia A un punto dato 

A “/ \ ' nel loro piano. Per questo punto si me- 

j A ; ni ÀA' parallela ad YY'; il punto A’, 

/ J , ' in cui questa parallela incontrerà l’as- 

I * se XX', si chiama projczionc del 

X ~' io a' B" X punto dato A su quest’asse. 

/ Similmente se AB è una retta data 

,/ (un semmeuto rettilineo ), e ne projet- 

"X ' ti amo gli estremi A e B sull’asse X'X 

in A' c B', il semrncnto A'B' ò la projczionc di AB sul detto 
asse {E. G. p. p. n.° 382). 

La projczionc del punto o della retta si può faro benanche 
sull’asse Y'Y e parallelamente a XX'; in questo caso la di- 
stanza A"0 della projozione di A sull’asse Y'Y dal punto 0 è 
uguale parallela e diretta nello stesso senso, o, con una sola 
parola secondo il Bellavitis, è equipollente alla retta AA' 
projottante il detto punto sopra X'X; c reciprocamente A'O 
è equipollente alla projettantc AA". 

L’asse X'X su cui si projettauo i punti o le rette si chiama 
asse di projczionc; c l’altro Y'Y, al quale sono parallele 
le retto projettanti AA',BB' Io diremo col Ciielini asse 
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dirigente. L’angolo XOY ili questi assi coniugati chiamasi 
angolo di projezione; e secondo clic è obbliquo o retto, 
la projezione è obbi iqua, o rettangolare od ortogonale. 

25. Dalle precedenti definizioni risulta l.° — Tutti i punti di 
una retta parallela all’ asse dirigente anno la stessa projezio- 
ne. 2." — Un punto posto sull’asse di projezionc è projezione 
di se stesso. 3.° — Tutti i semmenti AB , A,B S , A'B,, compresi 
tra due retto parallelo all’asse dirigente, anno la stessa proje- 
zione A'B', in valore numerico ; ma in valore relativo per al- 
cuni può essere positiva e per altri negativa, secondo che la 
sua direzione è la positiva o la negativa dell’asse X'X. (§. 22). 
4.° — La projezione d’una retta non cambia di valore nè di 
direzione trasportando gli assi parallelamente a loro stessi. 

20. In ogni caso la projezione d’ini semmento è uguale alla 
differenza algebrica delle due rette progettanti gli estremi del 
semmento sull’asse conjngato. In effetti il semmento AB deve 
necessariamente cadere in uno degli an- 
goli superiori o inferiori de’dueassi; a 
incontrare uno di questi, poniamo l’as- 
se YY'. In ogni caso, qualunque sia l’in- 
clinazione del semmento rispetto all’as- 
~X so X'X, à luogo la relazione semmenta- 
ria OA'+A'B' f B'O=.0, (F.G.p. p. n.° 486), 
da cui si deduce A'B'— -B'O— OA'=OB'— OA', e questa relazione 
à luogo qualunque siano le direzioni OB' ed OA', o vero qua- 
lunque siano i segni di questi semmenti , i quali sono equi- 
pollenti alle rette projettanti gli estremi A c B sull’asse con- 
iugato Y'Y (§. 24). Or A'B' è la projezione del semmento AB, 
dunque è vero ciò che si voleva dimostrare. 

Cosi nel caso della AB 1.*, le OA' ed OB' sono entrambe po- 
sitive, e quindi A'B'-OB'— OA' Nel caso della AB 2.“, la OA' è 
negativa, e perciò A'B’— OA'— OB', com’è col fatto; e finalmente 
nel caso della AB 3. ", entrambe OA' , OB' sono negative, e ab- 
biamo ancora A'B'=-OB'-(-OA')=OA'~OB'=-(OB'-OA'j. 
Una dimostrazione analoga à luogo per la projezione sull’ asse Y'Y. 

27. Formoi.e e teoremi relativi alle projezioni. — Poste 
le precedenti definizioni, passiamo a dimostrare il seguente 

Teorema. — La projezione ortogonale d’v.n semmento ì uguale 
allo stesso semmento moltiplicato pel coseno della sua inclina 
zione all 1 asse, di projezione. 


B 

Y 


P Z* 

; : A, 

/ 4 


1 / ' 
/ / 1 

li 1 i 

A' A B A 

/ 

/oh à I’.' x 
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In fatti sia AB il dato semmento, o poiché gli assi possono 
essere trasportati parallelamente a loro stessi , 
senza che la prjezionc cangi valore nè direzione, 
così supporremo che i due assi passino per l’estre- 
mo A del semmento, e sia AX l’asse di proje- 
zionc, e la perpendicolare AY l’asso dirigente. 
Condotta BB' parallela ad AY sarà AB' la pro- 
jezionc di AB, e il triangolo ABB' sarà rettan- 
,golo in B', onde avremo per un teorema di Tri- 
gonometria , AB' = AB cos BAB' , c-b-d. 

28. Ponendo AB = r, AB' = r x o ang BAX = a, il precedente 
teorema sarà indicato dalla seguente formola : 

(9) r x — r C03 a • 

L’angolo a è quello formato dal semmento con l’asse positivo 
AX, c dinota l’inclinazione del semmento a quest’asse quando 
esso è acuto. Ma se a è ottuso, la retta AB 6i troverà inclinata 
all’asse negativo, e nel tempo stesso la projezione di AB sarà 
.diretta da X verso A, e perciò sarà negativa. Ora la stessa 
formola (9) dà per r x un valore negativo quando a è ottuso , 
e si suppone il semmento r preso in valore numerico. 

Pertanto la projezione ortogonale d’un semmento, considerato 
in calore assoluto, è positiva o negativa, secondo che l’inclina- 
zione del semmento è positiva o negativa , cioè secondo che il 
semmento fa angolo acuto con la direzione positiva o con la ne- 
gativa dell’asse di projezione. 

È agevole accertarsi, tenendo conto del segno del coseno, che 
la (9) à luogo qualunque sia la rotazione a e il segno di r. 

29. Teorema. — La projezione obbliqua d’un semmento è agitale 
allo stesso semmento moltiplicato pel rapporto tra il seno dell’an- 
golo formato dal semmento con l’asse dirigente e il seno dell'an- 
golo di projezione. 

Infatti supponendo che l’asse dirigente sia lo stesso AY della 
figura precedente, allora menando comunque AX', e prendendo 
questa retta per asse di projezione, è chiaro che AB" sarà pro- 
jezionc obbliqua del semmento AB. Ora dal triangolo rettangolo 
AB'B" abbiamo l’ipotcnusa AB"-AB':sen AB"B'— AB':scnYAX'; 



inoltre pel teor. prec. AB'=AB cosBAB'=: ABsen ABB', quindi 

AB"— 8C ; ora AB A' = BAY, c questo secondo angolo è 

senYAX 


quello formato dal semmento con l’asse dirigente; inoltre YAX' 
è l’angolo di projezione, quindi è vero c c-b d. 

Rubini — Qeom. Analitica. 3 
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30. Dinotando con 0 l’angolo di projeziono, che intenderemo 
quello formato dalla direzione posi/ira AX e dalla direzione 
parimente positiva A Y, c chiamando p l’ inclinazione del sem- 
mcnto all’asse positivo AY, il teorema precedente vieti’ espresso 
dalla forinola : 


( 10 ) 


seuJS 
sen 0 ’ 


essendo r il valore numerico (o anche l’ algebrico) del semmento 
precettato, ed r x la sua projeziono obbliqua. 

Se P asse di prelezione fosse stato AX", allora avremmo avuto 
la prelezione AB'"=AB' :scnAB"'B'; e siccome quest’ultimo an- 
golo è supplemento dell’angolo di projeziono YAX" dinotato da 0, 
e perciò il suo seno è quello stesso di 0, così la formolo (10) 
à luogo qualunque sia l’angolo di projeziono. 

Detta forinola contiene come caso particolare la (9); infatti 
quando la proiezione c ortogonale 0=^90° e p=90°~ a, com’ò 
agevole verificare, onde in tal caso la (10) diviene r x -rcos% 
cioè la (9). 

31. Abbiasi ora una serie di n punti A , A, , Aj , . . . A„_, 
esistenti in un piano, e a partire da A si congiungano a duo 
a due successivamente , in modo da formare un polilatcro 
AA,A, — A # _,A, concavo o convesso, ma che, in ogni caso 
sia chiuso. Posto ciò, si à il teorema seguente: 

Teorema. — Se un poliìatero chiuso si projetta sopra un asse 
qualunque , la somma algebrica delle projezioni de’ suoi lati su 
quest’ asse è nulla. 

Il polilatcro AA, A,... A„_, A si projetti sull’asse X'X parallela- 
mente all’asse Y'Y. Dinotiamo rispet- 
tivamente con i valori 

algebrici de’lati AA,,A,A, ... A n _,A, 
e con r x , r, x ,r tx , . . . r B _, x Io rispettive 
projezioni anche algebriche sul detto 
asso, cioè le projezioni con quei segni 
che loro convengono secondo la prima 
direzione. li chiaro che mentre sul po- 
lilatcro si va da A ad A,, ad Aj... ad A,.,, si passa similmente 
dalla prelezione A' alla A',, A',. .. A' Jt _, ; ma si à algebricamente: 
A 'A', A',A'j r A'jA’j ...xAV.A' 0, (li. G. p. p. n.° 486), 
quindi sarà pure algebricamente : 

r T - r t r i r tje + • ■ • T r B — , x ^ 0, c. s. d. d. 
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§. 35. 19 


32. Cotesta forinola à luogo se, come si ò supposto, si parte 
da un puntodel poligono, o passando successivamente per tutti 
gli altri punti si ritorna al primitivo. Ora, risolvendo la precedente 
equazione rispetto al termine r x , corrispondente ad A A, , si à: 

— r.— r, 4-r, +...+r. , ; 

x l X -X n , a: , 

il secondo membro di quest’ equazione dinota la somma alge- 
brica delle prelezioni de’ lati A,A,, A,Aj... A n _,A, meno quella 
del lato A A, , percorsi detti Iati successivamente, passando dal 
punto A, ad A,,A 3 ... A„_,,A; il primo membro ]>oi dinota la pro- 
jezione del lato AA, percorso però da A, ad A, e non da A 
ad A,, come si ò supposto da principio, c ciò perché la pro- 
jezionc r T si vede preceduta dal segno — . Quindi sia clic da A, 
si va ad A per dritto, sia che vi si va percorrendo il contor- 
no A, A, ...A a _,A si à sempre la stessa prelezione algebrica; 
in altri termini, dinotando con r x la prelezione di AA,, quando 
si va da A, ad A, si à: 

( 1 1 ) r x = r t? + r lx + tyf . . . + r H _, x . 

33. Se l’asse di prelezione coincido col lato r la cui prele- 
zione è r x , allora com’è chiaro r x =r, c quindi la (11) diviene: 


( 12 ) 


r = r. 


quest’equazione s’enuncia nel seguente teorema di Caiinot : 
Tkouk.ua. — In un qualunque polilato.ro chiuso, un lato qual- 
sirog/ia è uguale alla somma algebrica, delle proiezioni de’ rima- 
nenti lati sulla direzione di quel primo. 

34. Dinotando con £,?!>?* • • gli angoli, che rispettiva- 
mente formano le direzioni de’ lati r, r,,r i ...r„_ l con l’asse posi- 
tivo OY, e con 0 l’angolo di prelezione, avremo secondo la (10): 


rscn£ _ r,sen^, 
Tj: scnO ’ scn 0 ’ 


r,sen£ s 
scn 0 


1 ' , u-lx~ 


r n -l sen 

scn 0 

e sostituendo in (11) risulterà: 

(13) rscn£=r, sciiti- rjscn^jf — + r„_ , sen3 B _, , 
o pure, osservando che r sen £ = r x sen 0 , sarà : 

(14) r s sen 0 = r, scn (2 ,f- r, sen . t r„„,sen 2„_, . 

Dinotando analogamente con a,, a,, ... a„_, gli angoli che i 

detti lati r,,r i ,r....r ll _ l fanno rispettivamente con l’asse positivo 
OX, o con r y la projezionc di r sull’asse OY, avremo: 

(15) r^sen G=r,scn 0,-4- r,sen o -f r n _, scn o ft _, . 

35. Finalmente si può osservare clic, in generale, 3^—0— « t , 
o pure [tt—a k ), secondo che la parallela al semmento 

r k , condotta per l’origine e distesa soltanto da quella parte del 
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l’asse X'X in cui trovasi l’asse positivo OY, cado noli’ angolo 
XOY o nell’altro YOX'; in questo secondo caso la projezione 
r k è negativa, sì che in ambi i casi il prodotto r t senf t avrà 
lo stesso segno; laonde la forinola (14) può essere scritta an- 
cora così : 

(16) r x sen0^r,seu(.0-a l )+r l seii(0-a 4 )...+r B _,sen(0-a n _ l ). 

Prodi.emi per esercizio. — 1.° — Trovare la superficie d’ un 
quadrilatero iscritto in un cerchio in funzione de’ lati. 

2. ° — Dato un angola d’ un triangolo, la somma de’lati che 
lo comprendono e la perpendicolare menata sul terzo lato, tro- 
vare questo lato. 

3. ° — Da un punto preso sul lato d’ un triangolo pi mare una 
retta che divida il triangolo nella ragione m:n. 

4. ° — Iscrivere in un dato triangolo un rettangolo di data 
superficie. 

5. " — Circoscrivere a un quadrato dato un triangolo di data 
superficie. 

6. ° — Dati due punti A e B sopra una retta indefinita, trovare 
sulla stessa un altro punto M in guisa che risulti AM 1 - B M/ AB. 

CAPITOLO II. 

Principii fondamentali del metodo delle coordinale. 

36. Si chiama luogo geometrico o soltanto luogo d’ un 
punto v il complesso (sistema) delle varie posizioni clic può pren- 
dere un punto soddisfacendo sempre le stesse condizioni , in 
modo cioè che ciascuna posizione venga assegnata con le stesse 
costruzioni geometriche. E già s’ intende che dette condizioni 
devono esser tali da non lasciare indeterminata la posiziono 
del punto. 

Il numero delle posizioni del punto può essere finito, e i 
punti in questo caso si trovano, generalmente parlando, a di- 
stanze finite e senza che si possa passare in modo continuo 
dall’ uno all’ altro. E può il detto numero essere infinito , e i 
punti essere talmente disposti , che nel passare da uno di essi 
a un altro si passa per un’ altra serie infinita di punti dello 
stesso luogo , i quali si succedono l’ uno all’ altro in modo 
continuo. In questo caso il luogo del punto si chiama linea 
curva in generale), la quale perciò si definisce anche il sen- 
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Itero percorso da un putito che si muove con legge determinata. 
La linea si dice piana se il punto generatore si muove 
nel piano; e si dice gobba o storta se muovesi nello spazio. 

In cotesta definizione generale va compresa qualunque siasi 
linea geometrica (*). La differenza da una ad un’altra linea 
sta , in generale', nella differenza tra le leggi del movimento 
del punto generatore. La legge determinata dal movimento sta- 
bilisce la forma delta linea. Cosi linea (la circonferenza del 
circolo) è quella che descrive un punto che si muovo in un 
piano, serbando sempre la medesima distanza da un altro punto 
fisso nello stesso piano; linea è pure quella generata da un 
punto, il quale si muove in un piano, in guisa che in qualunque 
posizione le sue distanze da un altro punto e da una retta fissi 
nel medesimo piano, sieno eguali; cc. 

37. La legge di generazione d’una linea non è in sostanza 
che l’indicazione d’una proprietà caratteristica di detta linea, 
e perciò nc stabilisce la definizione. Quindi ne seguo clic per 
definire algebricamente una linea, bisogna esprimere la legge 
con cui se ne assegnano i punti ; e perciò è d’uopo primamente 
sajicre come algebricamente rappresentare la posizione d’ un 
punto, che per ora supporremo in un piano. 

38. Coordinate rettilinee o di proiezione. — Sia M un 

Y punto in un piano, e in questo si condu- 

m” 0/ M cano comunque due assi X’X,Y'V, su i 

/ / quali si progetti il punto ; le rette projet- 

/ / / tanti MP = OQ od MQ = OP si chiamano 

^ *7 75 / p x coordinate rettilinee o diprojecione del 

/ / punto M rispetto agli assi X'X,Y'Y.Lc coor- 

M V H dinato OP,OQ fissano lo projezioni P e Q 

V del punto M, e quindi ne determinano la 

posizione; imperocché conducendo pel punto P la parallela ad 
YY', e pel punto Q la parallela ad XX', l’incontro M di queste 
due parallele è il punto che volevasi assegnare. Ma per dare 
di posizione le projezioni P e Q è necessario darne lo distan- 
ze OP=a,OQ=i algebricamente, cioè darne il valore nume- 
rico o il segno. 

(*) Se un punto si muove senza legge alcuna, descrive eziandio lina 
linea; ma la natura di questa linea è affano indeterminata, come il 
moto dello stesso punto descrivente; ò per questa ragiono appunto che 
è aggiunto l’addittivo geometrica alla linea nel definirla. 
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Cosi, ritenendo elio ()X,OY sieno i due assi positivi (§. 22), 
il punto che vuoisi assegnare nel piano di questi due assi sarà 
M, se a é positiva e b è positiva; 

M\ so a é positiva ciò negativa; 

M", se a è negativa e b é negativa; 

M'",se a è negativa e i é positiva. 

Le coordinate rettilinee OP,OQ sogliousi chiamare benanche 
cartesiane, da Cartesio clic fu il primo ad usarle. Di esse 
una si dico spezialmente ascissa, e l’altra si chiama ordi- 
nata; i due assi di projezione prendono il nome di assi delle 
coordinate, e, in corrispondenza, quello su cui si contano 
le ascisse si chiama asse delle ascisse, e quello su cui si 
contano le ordinato si chiama asse dello ordinate. IlpuntoO 
si chiama origino delle coordinate. 

39. Coordinate polari. — Un secondo modo di determinare 
la posizione (l’un punto in un piano con- 
siste nel condurre comunque in questo 
piano un asse XX' e fissarvi un punto P. 
^ Indi per assegnare la posizione (l’un pun- 

. " to M di questo piano si dà la distanza 

MP r dal punto fisso P, e la rotazione 
W-XPM di questa distanza, rispetto all’asse X'X ; questa ro- 
tazione e quella distanza sono le coordinate polari del 
punto M; la prima è ascissa, e suolsi chiamare anomalìa; la 
seconda è ordinata e si dice raggio vettore. Il punto fisso P 
si chiama polo. Senz’ alcun riguardo ai segni delle distanze 
e dello rotazioni, si possono avere ad un tempo quattro di- 
versi punti con una distanza ed una medesima 

inclinazione date; imperocché l’arco che misura l’angolo u 
può essere tagliato nel senso positivo AB, o nel negativo AB'"; 
similmente il raggio vettore può esser tagliato da P verso B, 
o da P verso B". Però tenendo conto del segno della rotazione, 
e di quello delle distanze, che sono positive o negative, secondo 
che si contano partendo dal polo e andando all’estremità va- 
riabile dell’arco, o pure nel senso opposto, il punto sarà com- 
pletamente individuato. E qui bisogna osservare che uno stesso 
punto, come M per esempio, può essere dato tanto con l’angolo 
positivo APB , e con la distanza positiva PM, quanto con la 
rotazione negativa AB'"B", e la distanza negativa PM; nonché 
con la rotazione positiva AB'B'', e la distanza negativa PM; 
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o finalmente con la rotazione negativa AB"B e la distanza po- 
sitiva PM. SI clic, in questo sistema di determinazione d’un 
punto in un piano, si potrebbe sempre considerare rotazioni e 
distanze positive; e ciò può farsi col fatto, quando si tratta d’un 
punto unico, che non devo soddisfare legge alcuna; ma non 
è più cosi , quando si tratta del movimento d’ un punto , o 
quindi dello sue vario posizioni nel piano, come sarà meglio 
a suo luogo dichiarato. 

40. Equazioni d’ un punto in coordinate rettilinee. — 
Ora se, com’è solito, dinotiamo con x l’ascissa e coni/ l’ordi- 
nata rettilinea d’un punto qualunque d’un piano rispetto a 
due assi dati, c seaci sono l’ascissa e l’ordinata d’un parti- 
colar punto, sarà necessario c sufficiente scrivere le due equazioni: 

( 1 ) x — a , x — b 

per indicare detto punto; perciò le (1) si chiamano equazion i 
del pu nto; che particolarmente divengono, coi segni espliciti : 

(2) = a,. r—— A, so il puntoti nell’angolo XOY; (fig. §. 38); 

(3) x— + a,\i — — A, se il punto è nell'angolo XOY'; 

(4) x = — a,u=—b, se il punto è nell’angolo X'OY'; 

(5) x — — a,y = + b, se il punto ò nell’angolo X'OY r ; 

(6) x = + a,y = 0, se il punto sta nell’asse X'X ; 

(7) r = 0, y— + b, se il punto sta sull’asse Y’’Y ; 

(8) x = 0, y = 0, se il punto è l’origine 0. 

41. Equazioni d’un punto in coordinate polari. — Ana- 
logamente, dinotando n l’ascissa angolare, ed r il raggio vettore 
d’ un punto qualunque, e con w c p i valori di queste quan- 
tità per un punto particolare, le equazioni di questo punto saranno: 

(9) . « = io , r = p , 

le quali sarano particolarmente 

(10) u = 0,r=p se il punto sta sull’asse X'X (fig. §. 39); 

(11) n= i'),r=Q, o anche uO ,r- 0, so il punto è lo stesso polo. 

42. Avvertenza. — Diremo che le coordinato rettilinee sono 
di genero dverso di quello delle jiolari; o daremo il nome 
di sistema di coordinate a quelle che appartengono al me. 
desimo genere. Cosi due assi coordinati che si tagliano sotto 
un dato angolo, costituiscono un sistema del genere di coor- 
dinate rettilinee. 

43. Si vede dal fin qui esposto clic per indicare algebrica- 
mente un punto esistente in un piano, basta scrivere due equa- 
zioni di l n grado delln forma x -a , y~h. Le due costanti « e A, 
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che sono lo coordinato rettilineo o polari del punto, non ànno 
tra loro dipendenza alcuna ; invece i loro valori numerici c 
segni dipendono dalla jxisizione del punto rispetto agli assi, o 
rispetto all’asse e al polo. Reciprocamente dai valori o segni 
che arbitrariamente possiamo assegnare a quelle due costanti, 
dipende la posizione del corrispondente punto in quel piano e 
rispetto a quegli assi ; e questo punto non deve soddisfare altra 
condizione che quella di trovarsi in quel piano. 

44. Kquazione d’una linea. — Sia AB una curva qualunque 
riferita a due assi anche qualunque OX,OY; 
dico che le coordinate OP,Ml J d’un qualsi- 
voglia punto M della linea AB sono l’ima 
dall’ altra dipendente. In effetti se si pren- 
dono due coordinato OP ed OQ' ad arbitrio, 
esse determinano un punto R, il quale, ge- 
neralmente parlando, può non cadere sulla 
data curva; per l’opposto, data l’ascissa OP d’un punto che 
deve staro sulla curva, il punto è determinato, menando PM 
parallela ad OY ; e nel tempo stesso è determinata l’ordinata MP, 
il cui valore è perciò dipendente da quello dell’ascissa, secondo 
la forma particolare della curva. Similmonte l’ascissa è 
dipendente dall’ordinata secondo la forma della curva. Pertanto 
le coordinate x,y d’un punto qualunque d’una curva, le quali, in 
generale, variano con la posizione del punto sulla curva, sono 
una funzione dell’altra, secondo una certa legge, che è pro- 
priamente quella secondo la quale il punto genera quella curva. 

Questa leggo pertanto, o sia questa dipendenza tra le coor- 
dinate x,y sarò espressa da un’equazione: 

(12) F(.t,!/) = 0, 

la quale perchè indica la legge di generazione della curva è 
la definizione di detta cima (§. 37). Essa si dice equazione 
della curva, e questa si chiama il luogo di quell’equazione. 
Pertanto possiamo stabilire la seguente regola per formare 
1’ equazione d’unacurva,rispettoaundato sistema 
di coordinate: si segni nel piano delle coordinate un punto 
arbitrario, che serve a rappresentare un punto della curva di 
cui vuoisi l’equazione; indi condotte le coordinate di quel punto, 
secondo il dato sistema, si cerchi esprimere algebricamente tra 
queste coordinate e tutti quegli altri elementi geometrici, che 
determinano la forma e posizione della cuna, quella condizione 
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che regola il movimento del punto generatore, secondo l'enunciato 
della questione, o vero secondo le operazioni geometriche proprie 
a fissare la posizione del punto nel senso del problema. 

45. Prima di passare alla pratica di questa regola faremo 
notare, clic se x',y' rappresentano le coordinate d’ un punto 
particolare della curva , la cui equazione è la (12), esse detono sod- 
disfare quest’equazione, vale a dire devesi identicamente avere: 

(13) F (*',/) = 0; 

imperocché, se altrimenti fosse, la legge di generazione della 
curva non sarebbe verificata per quel punto, il quale perciò 
solo non potrebbe appartenere alla curva, il choòcontro l’ipotesi. 

La proposizione reciproca é parimenti vera, vale a dire che 
se due coordinate particolari x',y' soddisfanno l’equazione (12), 
il punto che à queste coordinate appartiene alla curva che à 
quell’ equazione ; imperocché ogni sistema di valori (.r,y) che sod- 
disfi la (12) determina un punto del luogo di quell’equazione. 

4(>. Segue da ciò che so il punto appartenente alla curva é 
l’origine degli assi, il quale à per coordinate x = 0 , y — 0 , 
l’ equazione (12) della curva dev’essere verificata ponendovi 
x — 0 e y — 0; e però l’equazione, se ò algebrica, non deve con- 
tenere termine noto; reciprocamente, se non contiene tormiue 
noto, é verificata ponendovi x — y — 0. Laonde, se una curva 
passa per l’origine delle coordinate, e la sua equazione è alge- 
brica, questa non deve contenere termine noto; reciprocamente, 
se l’equazione non à termine noto, la curva passa per l’ origine 
delle coordinate. 

47. Dopo tutte le precedenti dichiarazioni, viene la defini- 
zione seguente: si chiama Analisi a due coordinate quel 
ramo delle matematiche, in cui le proprietà delle figure nel piatto 
si studiano, associando l’ algoritmo algebrico al principio geo- 
metrico delle coordinate. 

E qui giova notare che per coordinate d’ un punto non de- 
vonsi intendere le sole rettilinee e le polari, ma due elementi 
geometrici qualunque proprii a fissare la posizione d’ un punto 
in un piano. 

I due problemi fondamentali dell’analisi a due coordinate sono 
i seguenti: l.° — Data una curva, trovarne l’equazione rispetto 
a un dato sistema di coordinale; 2.° — Data un’equazione, ge- 
neralmente a due variabili, assegnarne il luogo, rispetto a un 
dato sistema di coordinate. 

Rubini - Geom. Analitica. 4 
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48. Passiamo per ora agli esempii della prima specie. 
Problema I. — F, F' sono dite punti Jìssi , e un altro 
punto .1/ si muore talmente che in qua- 
lunque sua posizione M, la somma delle 
congiungenti FM, /'".!/ è costantemente 
uguale ad una retta data ; si cerca l’equa- 
zione del luogo geometrico. 

Secondo un tale enunciato, la legge 
di generazione viene primamente espressa dall’equazione: 

(a) FM + F'M = 2 a , 

ove 2 a esprime la lunghezza della retta data; e rosta ad espri- 
mere le distanze FM,F'M in funziono delle coordinate del punto M 
e delle altre quantità date , desumendole da quello relazioni 
geometriche che risultano dalla posizione di detto punto ri- 
spetto al sistema, di coordinate. 

Posto ciò, prendiamo per asse delle ascisse la retta OX,chc passa 
pe’ punti dati, e per asse delle ordinate la retta OY perpendi- 
colare ad OX nel punto 0 di mezzo di FF'. Poniamo questa 
lunghezza FF' = 2c, e dinotiamo con x e y le coordinate OP 
ed MP del punto M. Avremo in primo luogo FP— c— ar,F'P=c : j; 
e poichò secondo il sistema di coordinate stabilito, si anno jier 
ogni posiziono del punto M due triangoli FMP , F'MP rettan- 
goli entrambi in P, cosi avremo : 


FM = l/MP- - FP* = \Zij* ri c -xl 1 , 

F'M = |/MP 4 + F'P* = 

e i>erò, sostituendo in (a’, facendo sparire i radicali e riducen- 
do, s’otterrà l’equazione: 

( 1 4) « V + {a* - c l ) x* = a 4 (a* - e*) , 

ch’è quella che si cercava, rispetto al posto sistema di assi OX,OY. 
49. Problema II. — Dati di posizione un punto Fe una ret- 
ta 1IB, trovare l’equazione della linea generata 
dal punto M che si muove in guisa, che per 
una qualunque sua posizione M le sue distan- 
ze MF,MB, dal punto e dalla retta, s fieno tra 
loro in un dato rapporto. 

Dinotando con 1 : n cotesto rapporto, la legge 
di generazione della linea in questione sarà 
primamente indicata dalla proporzione 
(b) FM : MB :: 1 : ». 
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ludi poniamo che l’asso delle x coincida in direzione con la per- 
pendicolare menata da F sulla IIU ; dividiamo FH in guisa da 
essere FO:OH::l:«, c sarà 0 un punto della linea di cui si do- 
manda l’equazione ; e posto OF=e sarà OH=mc. Finalmente pren- 
diamo il punto 0 per origine, c per asse delle y la OY perpendi- 
colare ad OX ; e menata MP perpendicolare ad OX, poniamo 
OP=x , MP=y; cosi avremo: 

FM = \/ MP 1 + FP* = (<?-*)*, MB=PH =c» f x, 

e quindi per la (h) sarà 

y/y t +(e—x l * : c» + x::l 

donde si trac , 

.... . »* — 1 . _ n + 1 

(15) l/+ __ jl _ 2c _-.r = 0; 

quest’equazione è la dimandata, rispetto al sistema di assi fis- 
sati nel modo dichiarato. 

50. Problema III. — Supposto che un circolo C ruoti, sen- 
ta strisciare, sulla retta f ssa OX , un determinato punto M 
della circonferenza andrà descrivendo una linea : se ne domanda 
V equazione. 

Prendasi la stessa retta OX per asse delle ascisse, e la perpen- 
dicolare OY per quel- 
lo delle ordinate. Indi 
si supponga che nel 
principio del moto il 
punto generatore sia 
■nel punto 0, contatto 
tra la retta c il cir- 
colo, quando questo sta per ruotare. Allora, quando il punto 
di contatto sarà in A, il punto generatore si troverà, ponia- 
mo in M, e l’arco MA à dovuto percorrere la porzione di 
retta OA, si che OA = arc.A.M : quest’eguaglianza esprime la 
genesi della linea di cui si domanda 1’ equazione, nò rimane 
che introdurvi le coordinate di M. Per ciò si conducano per 
M la MP perpendicolare c la MQ parallele ad OX ; dinoti r 
il raggio AC del circolo dato, e si ponga OP = x, MP = y ■ 
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sarà CQ =r—y, MQ = Vj/(2 r-y ) , AO — OP + PA = OP + MQ 

= x + 2 ry — y 1 , are. AM = are. cos CQ = arc.cos (r — y), supposto 
riferito al circolo di raggio r, laonde.: 

(16) x + v 2ry — y* = are. cos (r—y) 

sarà l’equazione dimandata, la quale, come si vede, è un’equa- 
zione trascendente ; e se prendiamo 1 per raggio delle linee tri- 
gonometriche, allora lo retto x, \-2ry-y* ed r — y divengono 

v \/2 ry—y* , r — y , „ 

— — ed -, onde” equazione pre- 


rispettivamente • 
cedente diviene: 


y 


(17) 


x+ 


s'2 ry — y 1 — r are. cos 


*-y 

r 


La linea di cui è discorso s’addimanda cicloide. 

51. Problema IV. — Trovare, in coordinate polari, V equa- 
zione della linea indicata dall’ enunci alo del problema I. 

La questione si riduce, come in quel problema, ad esprimere, 
mcrcò coordinate polari, la relazione: 

(a) FM + F'M =2 a, (fig. §. 48). 

Prendasi per polo uno do’punti dati, c sia F; e per origine 
delle rotazioni la retta AA', che passa pei medesimi punti. Indi, 
rispetto ad un punto qualunque M della curva, si ponga l’ascissa 
angolare MFA' = «, c il raggio vettore FM = r. Posto ciò, es- 
sendo MP perpendicolare ad A A', abbiamo F'M= j/MP*-)-PF'*; 
ma, essendo parimenti FMP un triangolo rettangolo in P, si à 
MP = FMsenMFP = rsenw , FP — FMcosMFP = rcosa ; quindi 
PF' = FF' — FP = 2 e — rcosa; laonde sostituendo risulterà: 


F'M = y/r 2 sini-u -- ^2 c — rcosu)*= [/ r 1 — 4crcosa 
o finalmente ponendo questo valore e quello di FM in (a) avremo 
l’ equazione : 


(18) 



a- -eco»// 


clic sarà la dimandata, quando il polo e T asse som gl’ indicati. 

E paragonando quest’equazione con la (14) vediamo che una 
stessa curia non à la stessa equazione rispetto a sistemi di- 
versi di coordinale. 

52. Come esercizio pei studiatiti poniamo qui appresso gli 
cnunziati di alquanti problemi da risolvere. 
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Problema V. — Dati un circolo C, un suo diametro AB, e 
la corrispondente tangente BD; se per l’altro 
estremo A dello stesso diametro si conduca 
una qualunque segante AFE , e si tagli 
AM—EF, il punto M descriverà una curva 
(la cissoide di Diocle); trovare l’equa- 
di questa curva. 

In coordinate polari, essendo A il polo, cd 
AB l’asse, l’equazione è: 

(19) r=2asen?<tan«; 

ed in coordinate ortogonali, di assi AX , AY, l’equazione è: 

( 20 ) x(a-*+v*)-2aj/*=0. 

In entrambe le equazioni, 2 a rappresenta il diametro AB. 
Problema AI. — Dati un putita P e tuia retta indefinita YV', 
Y se dal punto P si meni una qualunque 

segante MP, e a partire dal punto D, in 
cui essa incontra la YY' t si prendano due 
distanze eguali cd opposte DM, DN, sempre 
dello stesso valore, per qualunque direzione 
della segante, i punti M,N descriveranno 
una linea (la concoide di Nicomede.: 
trovare l’equazione di questa linea. 
Quest’equazione in coordinate polari, 
è il polo c PX è l’asse, ò: 
b 

r = 1- a 


1) 

Ty/' 


1» 

o 

y. 


Y 



comi 


di cui P 
( 21 ) 

c in coordinato ortogonali, di cui OX , OY sono gli assi, 6: 
(22) (i+x)*(a*— . t*) = 0. 

In entrambe queste equazioni b rappresenta la distanza PO, 
c a le distanze uguali c costanti DM , I)N. 

Problema VII. — Trovare l’equazione di quella linea, che c 
,Y descritta da un punto M, il quale si muo- 

ve talmente, che il prodotto delle sue di- 
ri _ stanze MF , ME a due punti fissi F,F' 
è costante. 

Prendendo la retta cho passa pc’ punti 
dati per asse dello x, il punto O medio di FF' per origine, e 
la perpendicolare OY ad OX per asse delle y, l’equazione 
della linea è: 


(23) 


(•r*+!/ t )*+2cV-**)- 


«’ — c' 


essendo a 5 il prodotto costante FMxF'ÀF, c 2e — FF’. 
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Quando a=c, l’equazione si riduce a 

(24) (x* -r i/*]* + 2c 1 (;/*— .r*) = 0 , 

c la linea s’addimanda lemniscata di Bernouilli. 

Quando a >c \ 2 la (23) rappresenta la curva denominata 
ovale di Cassini. 

53. Costruzione del luogo geometrico d’una data equa- 
zione. — Passando ora alla seconda questione indicata nel 
§. 47, cioè quella di assegnare, rispetto a un dato sistema di 
coordinate, il luogo geometrico di una data equazione: 

(25) F(.r , i/) =0, 

supporremo per ora rappresentare x , y coordinate rettilinee. 

Indi' osserveremo in primo luogo, che ponendo nella (25) in 
luogo di x (supposta questa variabile rappresentar le ascisse) 
un qualunque valore particolare x t , quell’ equazione si ridurrà 
a contenere la sola incognita y , c però darà in generale per 
questa incognita uno o un determinato numero di valori corri- 
spondenti a quello di x. Sien quindi: 

(26) 3*1 , , Tj , X t . . . . 

differenti valori positivi o negativi, c affatto arbitrari, che si 
assegnano ad x; e, per fissar lo idee, poniamo che a ciascun 
valore di x corrisponda nella (25) un sol valore per y. Sieuo: 

(27) !/i »!/* > !/a )!/«••• • 

i valori di »/ corrispondenti rispettivamente a quelli di x della 
serie (26). Avremo così una serie di sistemi di valori : 

(- 1 * 1 , II ì ' (j’j , t/j , (xj , 1 j (,rj , y j . cc., 

ciascuno dei quali à la proprietà di verificare l’equazione (25!, e 



di fissare la posizione d’ un punto 
nel piano, in cui si prendono due 
assi a’ quali si riferiscono le coor- 
dinate x,y. Così siano XX',YY' co- 
testi assi, e presa un’unità di mi- 
sura, alla quale riferisconsi i valori 
.r,,i/„ cc., si tagli, anche in cor- 
rispondenza de’ segni, 

OI J ,=x„ OP,=Xj, OP j— x 3 , Ol’j—Xj, 


e ai punti P, , Pj , cc. , tenendo anche presenti i segni delle y, 


si applichino le corrispondenti ordinate 

M,P|=Vi, MjPj ;/j, MjPj-^i/j, M*P»=y«, ec.: 

avremo in tal modo una serie di punti M,, M», M 3 , M t , ec, 
ciascuno dei quali apparterrà al luogo della (26) (§. 45). Ora, co- 
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inunquc, in questo modo operando non si abbia che una linea 
spezzata, che passa pei detti punti, non è raen vero però, che, 
supposto essere y una funzione continua di x [C. A. n.° 119), 
ed essendo a nostro arbitrio il ravvicinare tra loro i valori x,,.rjec. 
per quanto più ci piaccia, potremo supporre ravvicinati tra loro i 
punti M, ec. talmente, che nel congiungerli no risulti un tratto 
continuato, che è la linea, o il luogo della proposta equazione. 

54. Lo stesso ragionamento s’applica a qualunque altro si- 
stema o genere di coordinate, cui si voglia riferire l’equazione (25); 
l’unica difficoltà che incontrar si possa nell’applicazione pra- 
tica dell’ esposto metodo, potrà tal fiata dipendere da opera- 
zioni di calcolo. Però è da notare che la stessa equazione ri- 
ferita ora ad uno e ora ad nn altro sistema o genere di coor- 
dinate non dà sempre lo stesso ed identico luogo, sia per forma 
sia per posizione, come meglio vodremo appresso. 

Inoltro se a qualche valore di x corrisponde un valore i m- 
magiuario per y, allora, geometricamente parlando, 
non si può assegnare il corrispondente punto per la curva; e, 
analiticamente parlando, si dirà esser quello un punto 
immaginario della curva. 

55. Regola per determinare i punti comuni a due curve 

di date equazioni. — Pria di passare all’applicazione dell’espo- 
sto metodo giova fare talune osservazioni. E primamente po- 
niamo che, insieme con la linea (25), s’abbia l’altra rappre- 
sentata dall’ equazione : • 

(28) f(x ,y) — 0 , 

e sia (,r'i/') (*) un punto cumuue alle due curve (25) c (28); do- 
vremo avere (§. 45): 

.(29) F (x' ,t/') = 0 , f (x' »!/') = 0 : 

laonde, se x',y' sono ignote potremo, mercè l’eliminazione fra 
queste due equazioni, determinarle. E poiché i valori di x',y' 
che si ottengono eliminando tra le (29) non sono diversi da 
quelli che si ottengono per x ed y eliminando immediatamente 
queste variabili tra le (25) e (28), cosi si può stabilire la seguente 
regola : per trovare i punti d’ intersezione di due linee / I (x,y)-0, 
f{s.,\)~(), bisogna eliminare le variabili tra queste equazioni ; 
e supposto che si fosse eliminata y, allora l’equazione risultante 
ij(.r)=-0 darà le ascisse de’puuti d’intersezione. Alle radici imma- 

(') Indicheremo cosi il punto eira à per ascissa x' e por ordinata y'. 
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binarie di quest’ equazione corrisponderanno intersezioni imma- 
ginarie , o vero, parlando geometricamente, non vi saranno 
effettive intersezioni. 

56. Quando le due equazioni F (x,y)=0, f(x,;/]-0 sono alge- 
briche , e la prima è di grado «“ e l’altra è di grado » , 

1’ eliminata 9 (x) = 0 è di grado mn m " ( C. A. n.° 451), e però 
avrà mn radici tra reali 0 immaginarie : ondo due cune te cui 
equazioni sono algebriche, e una è di grado in mn , V altra di gra- 
do 11“° si tagliano in mn punti tra reali e immaginarti. 

57. Redola per trovare i punti d’intersezione d’ una 
curva con gli assi. — Sappiamo già clic un punto dell’ asse 
delle ascisse non à ordinata, 0 vero la sua ordinata y_0, quindi 
Dolendo trovare i punti in cui la cuna espressa dall’equazio- 
ne F(x,y) = 0 incontra l’asse delle ascisse, conterrà porre y.O 
in detta equazione , c l’ equazione risultante F (x) = 0 darà lo 
ascisse de’ chiesti punti. 

Similmente, volendo trovare i punti in cui la medesima curva 
incontra l’asse delle ordinate bisognerà porre x=0, e l’equa- 
zione risultante F(y) = 0 darà le ordinate de’punti dimandati. 

58. Equazione d’una curva che passa pk’punti comuni 
a due curve date. — Se una delle due equazioni (25), (28', po- 
niamo la seconda, si moltiplichi per una quantità indetermi- 
nata k , 0 cosi moltiplicata s’aggiunga alla prima 0 da questa 
si tolga, otterremo: 

(30) F (x , y) ±1 fcf (x , y) = 0 ; 

Ora cotcsta nuova equazione rappresenta, in generale, una 
nuova linea diversa da ciascuna delle (25) e (28); ma perù il 
medesimo sistema di valori (x,y) il quale verifica contempora- 
neamente le due equazioni F (x , y ) = 0 0 f (x , y) = 0, verifica 
pure la (30): ciò vuol dire che i punti comuni a questo due li- 
nee F=0, f=0 sono pure comuni alla linea (30). Pertanto si 
può stabilire che l’equazione formata dalla somma 0 dalla dif- 
ferenza di due altre, l’ una delle quali sia stata primamente 
moltiplicata per un cocjffiiciente indeterminato (il quale può tal- 
volta essere la stessa unità) rappresenta una nuova curva, la 
quale passa pei punti d’ intersezione di quelle rappresentate dalle 
due equazioni date, e resta indeterminata finché è indeterminato 
quel coefficiente. 

59. Costruzione di alcuni luoghi geometrici. — Posto 
ciò, passiamo all’applicazione Mei metodo esposto noi §. 53, 
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facendoci a considerare alquanti casi particolari. E anzitutto 
gioverà notare che nell’ esposizione dei problemi che seguono 
non si tratterà propriamente di descrivere attualmente e gra- 
ficamente la vera forma della linea di cui ò data l’equa- 
zione, ma soltanto d’i n vestigarne la forma. Non pertanto 
il medesimo procedimento può valere ancora nel primo caso- 

60. Problema I. — Cercare il luogo dell’ equazione: 

(31) y* = 2x., 

in coordinate rettilinee. 

Sieno OX , OY gli assi; si dieno ad x i valori x=0, cc = l, 
x — 2, x = 3, oc., c messi questi valori nella (31) 
no deduciamo in corrispondenza y = 0, y = ih \2, 
y— zt2, y=ifc \'6, cc.; laonde i sistemi: 

(0,0) ; (1, ± v'2] ; (2^±2) ;(3,±/i 6~); ec. , 

determineranno altrettanti punti della curva ri- 
chiesta separando però i n ciascuno il segno -f dal — . 

Il primo di questi sistemi indica l’origino O (§. 46), quindi 
la curva passa per questo punto: ciascuno degli altri sistemi 
dà duo punti, a motivo del doppio segno che à l’ordinata. Per- 
tanto, supposto che siaOP=l,si taglierà 0P'—20P,0P"=30P, ec.; 
indi dai punti P,P',P", ec. si meneranno le parallele all’asse OY, 
e si taglierà su esse rispetti vamente: 

PM^PN=-OI\/2 ; P'M'— P'N'— 20P , P"M”^P"N"=OP % / 6*. ec.; e 
la curva richiesta passerà pei punti N”,N', N, 0,M, M', ec.. E sic- 
come non vi è valore positivo di x al quale non corrispondano 
nella (31) due valori reali per y, cosi la curva a partire dal 
punto O si prolunga indefinitamente tanto al di sopra che al 
di sotto dell’ asse OY, e solo a dritta di quest’asso; perchè 
a sinistra le ascisse sono negative, e le ordinate risultano im- 
maginarie secondo la data equazione (31). 

Notiamo qui di passaggio che 1’ asse OX divide per metà 
ciascuna dello rette (corde) MN,M'N', ec. parallele all’asse OY. 

Inoltre dovendo nella precedente operazione grafica costruire 
ordinate della forma OP \ 2», essendo n numero intero o frazio- 
nario, si porrà quest’espressione sotto la forma \ OP -2«OP, 
e si troverà la media geometrica tra OP e 2»OP. 

Rubini - Geom. Analitica. 5 



Digitized by Google 



34 §. 61. PARTE PRIMA - GEOMETRIA NEL PIANO §. 62. 


61. Problema II. — Trovare il luogo dell’ equazione: 

(32) a*y*+b J x*=a‘b*, 

in coordinate rettilinee, ed essendo a e b due rette date. 

Sieno X'X , Y'Y gli assi , e si risolva la (32) rispetto a y ; 



avremo : 


(33) 


, b ,-p- 
y-± — \ a 1 — a 
a 


Da quest’equazione vediamo pri- 
■ inamente, come nella curva del pro- 
blema precedente, che ad ogni aseis 
sa a^OP corrispondono due ordinato 
eguali e contrarie, cioè: 


MP=4v'a*-Or* 

b 


M'P ———■ \ ! a* — OP* ; 
a 


per costruire le quali si deve primamente trovare il cateto del 
triangolo rettangolo clic à per ipotenusa a e per altro cateto 
OPj indi trovare una quarta proporzionale in ordino ad a , b 
e il cateto trovato. 

Facendo x = 0 nella (33) risulta y — ± b , onde tagliando 
OB = OB' = l saranno B , B' i due punti in cui la curva in- 
contra l’asse dello ordinate (§. 57); e le ordinate OB , OB' sa- 
ranno le massime come si vedo chiaro dalla stessa (33). Fa- 
cendo poi crescere x, le ordinato y vanno decrescendo in valore 
assoluto, c finalmente per x — a risulta j/ = 0; sì che se OA = « 
sarà A un punto in cui la curva incontra l’asse delle ascisse; 
c siccome per valori di x > a risulta y immaginario , così la 
curva a dritta di Y'Y' avrà la forma BAB' indicata dalla figura. 
E poiché inoltre a due valori eguali e contrarii di se corrispon- 
dono, secondo la (33) gli stessi valori, positivo e negativo di y, 
così a sinistra di Y 'Y vi sarà la porzione di curva BA'B' simme- 
trica alla BAB’; e queste due porzioni non formeranno che un 
sol ramo continuato, perché, secondo la (33), l’ordinata y varia 
in modo continuo, sì positivamente che negativamente al va- 
riare continuo di arda— a a +a. Pertanto il luogo dimandato 
avrà la forma chiusa indicata dalla figura. 

62. Problema III. — Investigare il luogo dell’equazione: 

(34) r=au, 

in coordinate polari. 

In primo luogo è da osservare che essendo il raggio vetto- 


Digitized by Google 



§. 63. PRINC. FONDASI. DEL METODO DELLE COORDINATE §. 64. 35 

re r uua retta, e l’ascissa angolare u un angolo, è d’uopo 
I>el principio d’omogeneità che a sia 
una retta. 

Posto ciò, sia X'X l’asse o P il 

f /! Mp 7 \ I polo; da questo punto come centro e 
Xfb A-, 'v ,À — — x con un ra ff8'' 0 PA ad arbitrio si de- 
V j j scriva la circonferenza ABÀ'B', o po- 

\ // niamo che gli archi positivi si con- 

tino da A verso B. Messo in (34) 
« = 0 si à pure r — 0, quindi la li- 
nea richiesta passa pel polo. Sia inoltre AN un arco che mi- 
sura 1’ angolo u; menato il raggio PN, si prenderà, a partire 
dal polo , secondo la direzione di questo raggio , e nel senso 
indicato dal segno di r , una porzione PM — «AN, o si avrà 
un punto della curva e soltanto uno; come avverrà ancora per 
qualunque altro valore di u, in virtù della stessa equazione (34), 
la quale mostra inoltre che r aumenta indefinitamente insieme 
con u; c però ne conseguita che anello il luogo dimandato si 
distenderà all’infinito, avvolgendosi sopra sò medesimo, tal 
quale la figura lo indica. Infatti, ponendo nella (34) sussecutiva- 
mente « = «,, «J-w, +2z ,« = «, -f-4~ ec., si ànuo in corrispon- 
denza i seguenti valori di r cioè: r t — au l , r t = + 2aK , 

r i -au l ~Aar.—r i +2a~ ec., donde si deduce rj-r,=r s —r,=. ...=;2fl~; 
vale a dire che, supponendo essere AN— u, sarà ec.... 

=2ai:; quindi una stessa retta indefinita condotta pel polo incontra 
la curva in infiniti punti, e però s’ avvolge sopra sè stessa; e detti 
punti sono talmente disposti, che la distanza dal primo al secondo 
è quanto quella dal secondo al terzo, da questo al quarto ec.; 
e questa distanza comune pareggia la circonferenza di raggio a. 

63. La porzione di curva compresa fra due di questi punti con- 
secutivi (M,M\ p. o.) s’addimanda spira; la distanza MM' 
s’addimanda passo, e tutta la curva prende il nome di spi- 
ralo d’ Archimede. Dando valori negativi ad « nella (34), e 
tenendo presente quanto si disse al §. 39, s’otterrà un secondo 
ramo indefinito- PUR' ec., simmetricamente disposto rispetto al 
primo, il quale devesi intendere formare una medesima curva 
col secondo. 

64. Osservazione. — N T on ammettendo ascisse maggiori della 
mezza circonferenza, nè valori negativi per entrambe le coor- 
dinate r , u, la curva si sarebbe limitata a sola la parte PD; 
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.e ciò si sarebbe fatto senza alcuna ragione. Ben ò vero che al 
§. 39 abbiamo visto potersi assegnare la posiziono d’uu punto 
con coordinate polari, prendendo archi minori della mezza cir- 
conferenza, c valori positivi; ma allora trattatasi di un punto 
arbitrario non sottomesso a legge alcuna , e ciò non à più 
luogo allorché trattasi di determinare la posizione di tutti quei 
punti soggetti ad una legge comune, rappresentata da un’equa- 
zione. In questo caso è assolutamente necessario dar la mas- 
sima estensione , sì pel valore numerico clic per 1’ algebrico, 
alle coordinate rappresentate dalle incognite della stessa equa- 
zione , perchè non restasse escluso alcuno dei punti che alla 
stessa legge soddisfanno; l’equazione essa stessa poi c’indi- 
cherà i limiti tra’ quali quei valori debbono essere compresi 
per non cadere in assurdo. 

63. Se in luogo dell’ equazione (34) s’à l’altra più generale: 

(35) r = au ■+• b, 

il luogo geometrico è pure una spirale come la precedente. 

In effetti se si pone : 

(36) r—b—r', 

la (33) prende la forma della (34), cioè: 

(37) r’—au; 

e però rappresenta una spirale PMDM' (fig. prec.’i. Ora la re- 
lazione (36) indica che ad un medesimo e qualunque valore 
di u corrispondono in (35) e (37) due valori de’raggi vettori r,r', 
i quali differiscono tra loro per la quantità costante b. Laonde, 
costruita la spirale (37), si à il luogo geometrico della (36) por- 
tando sul prolungamento d’ogni raggio vettore PM una quan- 
tità MQ = b ; così si vede col fatto come il luogo della (35) è 
un’altra spirale. 

Per esercizio si costruiscano i luoghi geometrici delle equa- 
zioni indicate al §. 52. 

66. Trasformazione delle coordinate è quell’ operazione 
algebrica mercè la quale, data l’equazione d’una curva ri- 
spetto ad un dato sistema di coordinato, si trova l’equazione 
della stessa curva rispetto a un altro sistema anche dato, senza 
più partire dalla definizione della curva. Ora è chiaro che se 
tra le coordinate d’ un punto qualunque riferito al primo si- 
stema e quelle dello stesso punto riferito al secondo, si aves- 
sero dello relazioni dipendenti dalla natura e posizione scam- 
bievole de’ due sistemi, in modo che le pritne si potessero espri- 
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mero in funziono delle secondo, c reciprocamente; allora baste- 
rebbe porre nell’equazione della curva, riferita al primitivo si- 
stema, in luogo delle coordinate che attualmente vi sono, Io 
equivalenti funzioni delle nuove coordinate, e aver cosi l’equa- 
zione della cuna rispetto al nuovo sistema. Queste funzioni 
appunto, o, piu generalmente, queste relazioni son quello elio 
qui appresso andremo a cercare. 

67. Trasformazione di coordinate rettilinee in retti- 



linee. — Supponiamo che i sistemi di coordi- 
nate sieno entrambi rettilinei, e poniamo pri- 
mamente che sieno entrambi paralleli, come 
nella figura, in cui (OX , OY) 6 il primitivo 
jìf' X sistema e (0'X',0'Y') indica il nuovo; il quale 
/« A P S .*arà dato di posizione rispetto al primo, dando 
soltanto le coordinate OA=x„ , 0'A=t/ u della nuova origine 0' 
rispetto agli assi primitivi. 

Posto ciò se M è un punto qualunque del piano comune di 
questi assi, e dinotiamo con x,y le coordinate OP,MP rispetto al 
primo sistema, e con x’,y' le coordinato O'P', MP' rispetto al 
nuovo, avremo evidentemente OP = OA AP = OA + O'P'; 
MP = PP'-f MP'= A0' + MP', o vero in simboli: 

(1) x-x 0 + x > , !/ = !/„ + ?/' ; 

e merci queste formoli si passa da assi ad assi paralleli. 

Nell’applicazione delle quali è da tener presente che esse sono 
algebriche, vale a dire clic ciascun termine va preso col segno 
conveniente alla direzione positiva o negativa del semmento 
che rappresenta. 

68. Supponiamo in secondo luogo che i due sistemi di assi 




,y' 


1 /' 

N LJL M 

// 


P 1 


X' 


abbiano l’origino comune e direzioni diverse, 
c sia (OX,ÙY) il primitivo sistema, e (OX',OY') 
il nuovo; il quale è dato di posizione rispetto 
al primo, quando sono noti gli angoli X0X'=9, 
XOY’-iji, che ciascuno de’ nuovi assi positivi 
'"/O Qp x OX',OY' forma col primitivo asse OX. 

Posto ciò, dinotiamo con 0 l’angolo positivo XOY degli assi 
primttivi; o supponendo essere M un punto qualunque del piano 
comune de’ due sistemi, conduciamo MP parallela ad OY ed MP' 
parallela ad OY'; dinotiamo finalmente con x , y le coordina- 
te OP,MP rispetto al primo sistema, e con x' , y' le coordi- 
nato OP',MP' rispetto al nuovo. Ora qualunque potessero essere 
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pii angoli degli assi primitivi e de’ nuovi, e qualunque la po- 
sizione del punto M nel piano, projettando P' sull’asso primi- 
tivo delle x , mercè la P'Q pasallcla ad OY, e sull’asso pri- 
mitivo delle y, mercè la P'R parallela ad OX, avremo sem- 
pre (14 c 15 , 34 ) : 

1 xsenO=x'scn (0 — 9) + i/'sen(fl — t|i', 

1 t/sen® = .r'sen? -f y'sen <|i. 

Mercè queste formole si passa da un sistema di assi ad an- 
golo 0 ad un’ altro sistema di assi della stessa origine e obbli- 
gai come i primi; inoltre i nuoti assi delle ascisse e delle ordinate 
fanno rispettivamente con l’antico asse delle ascisse gli angoli 9^. 

69 . Da queste formole generali ( 2 ) possiamo, senza nuovi cal- 
coli, dedurne altre relative a casi particolari. Così: 

1 . ® — Se gli assi primitivi sono rettangolari 0 = 90 °, e perù 
scn®= 1 , sen(® — <p)=cossp ,sen(®— t}i) = cos!}i, e le (2) divengono: 

( 3 ) ajrzx'coss -i-j/'cos^ ; t/=:i'scn9) + i/'8en , ì. 

Mercè queste formole si passa da assi rettangolari ad assi 
obbliqui. E se dinotiamo con w l’angolo de’ nuovi assi , sarà 
<J/-<p=w, c potremo invece delle ( 3 ) adoperare le seguenti: 

( 4 ) a - =o:'cos9+!/'cos(9-f w); j/=xsen9 + j/'sen(9 + u). 

2 . ® — Se invece sono rettangolari i nuovi assi, <{1 — 9 ^ 90 ®, 
onde seni}/ = COS9 , sen(® — <]*)=— cos(6 — 9) e le (2) divengono:- 

(5) , 8 eD(0-y) , cos(*-9) . ,^ ,™9 

sen® sen® ’ sen® ^ sen® 

3 . ® — Se entrambi i sistemi sono ortogonali , allora nelle for- 
molo ( 4 ) dev’essere io = 90 ®, e però si anno le nuove formole: 

(6) i=x'cos9 — t/'sen9; 1/ — x'sen 9 + i/'cos 9 , 

con che si passa da assi rettangolari ad assi rettangolari. 

4 . ® — Se l’angolo de’ nuovi assi è uguale a quello do’ primi- 
tivi , ip — 9 = ® e quindi le formole (2) divengono: 

( 7 ) «sen® = x'sen(® — 9)— y'sen9; ysen® =:r'sen9 4- t/'sen (0 + 9). 

Con queste formole si passa da assi obbliqui ad assi pari- 

menti obbliqui e dello stesso angolo. 

5 . ® — Finalmente, se il nuovo asse delle ascisse è parallelo 
a quello delle ordinate primitive, e il nuovo asse delle ordinate 
a quello delle ascisse primitive, 9=® , (J/=0 e le (2) divengono: 

(8) x-y'; i/= x' . 

Con queste formole si passa da assi ad assi paralleli , es- 
sendo paralleli quelli di diverso nome. 

70 . Se ad un tempo si voglia cambiare l’origine c la dire- 
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zione degli assi, allora, secondo le forinole (1), bisognerà in 
tutte le forinole precedenti neH’cspressione di x aggiugnere il 
termine x B , e in quelle di y il termine i/ 0 , essendo la 

nuova origine. In conclusione le forinole generali per la trasfor- 
maziono delle coordinate rettilinee sono della forma lineare: 

(9) x=x 0 +tHx'+nij'-, y-y 0 +m'x' + n'i/. 

Quando i duo sistemi anno la stessa origine, x 0 -y o —0, e perù: 

(10) x=m.r' + ny’; y = «l'x' + n'y'. 

71. Pertanto se nell’ oquaziono 

(F) F(x , t/)=0 

d’una curva, riferita agli assi OX , OY, poniamo in luogo di x 
e y le equivalenti funzioni in x',y' trovate qui innanzi, avremo 
una nuova equazione della forma : 

(11) F( x 0 -f wx' + m/ , y 0 + m'x' + n'y' ) = 0, 

che sarà quella della stessa curva riferita a un nuovo sistoma. 

Donde si vede che se 1’ equazione (F) h algebrica e del gra- 
do n mo ,... la trasformata non può essere di grado superiore ad n; 
ma non può essere neppure di grado inferiore, altrimenti, ri- 
tornando agli assi primitivi, avremmo una nuova trasformata 
di grado inferiore ad », e non potrebbe essere più la proposta 
equazione, come dovrebbe essere. Quindi, so l’equazione di 
una curva, riferita a coordinate rettilinee, b alge- 
brica, trasformando gli assi non si altera nel grado. 

72. K chiaro inoltre che, volendo ritornare dagli assi 0'X',0'Y' 
agli assi OX,OY, converrà sostituire nell’ equazione in x ' , y' 
le funzioni inverse in x , y, che s’ottengono risolvendo rispetto 
a x 1 , y 1 le formolo qui innanzi trovate ne’ diversi casi partico- 
lari. Cosi nel caso generale delle formolo (11) si à: 

, 12) . «(g-aQ-tt'i y-y„) ._ m[y-y 0 )-m'[x-x 0 ) 

mn'—nrn' ’ J mn'—nm' 

e son questi i valori di x' , 1 / da sostituire nell’equaz. F(x', i/')=0 
della curva, riferita a’ secondi assi, per passare a’ primi. 

Se l’origine è la stessa pei due sistemi x o ~ y a =0, quindi 

(i3) 

mn — nm mn' — nm 

73. Risulta da ciò che se tra le coordinate x ,y d’un punto, 
rispetto al .primo sistema, e le xf , \J d’un punto rispetto al se- 
condo sistema ànno luogo le relazioni (12) o le (13), secondo che 
i due sistemi ànno diversa o pure la medesima origine, i detti 
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punti (tij), ( x'y ') coincidono. E più generalmente, se tra le 
variabili x,y e alcuni o tutti i coefficienti dell’ equazione 
( F ) F(x,y) = 0 

d’una curva, esiste una relazione: 

(?) 9(.r,i/)=0, 

indicante per conseguenza un altro luogo geometrico, diverso 
dal dato (F); e so trasformando gli assi col sostituire in (F) le 
formolo (9) si trova fra le nuovo coordinate a? , y' una nuova 
relazione analogo alla 9 , cioè: 

(?') ?'(*', j,')=0, 

la quale mercè relazioni della forma (121 0 (13), e in virtù delle 
relazioni tra i coefficienti della (F) e quelli della sua trasfor- 
mata, si possa ridurre alla ( 9 ', bisognerà conchiudere che i luoghi 
geometrici ( 9 ) e ( 9 ') sono una sola e medesima linea. 

’/d. Trasformazione di coordinate rettilinee in polari 
e reciprocamente. — Poniamo che gli assi 
dati sieno rettangolari, e sieno OX,OY, e si 
voglia passare ad un sistema di coordinato 
polari, di cui Q è il jiolo, e QU l’origine 
degli angoli. Questo secondo sistema sarà 
dato di posiziono rispetto al primo, so sien 
date le coordinate x u ,y a del polo Q, e l’an- 
golo a dell’asse QU coll’asse delle ascisse primitive. 

Sia M un punto qualunque, che abbia per coordinate retti- 
linee OV—x,MP—y, e per coordinate polari MQU = «,MQ=r. 

Dal triangolo rettangolo MNQ si deduce subito NQ = AP = 
x— x 0 =MQcosMQN ; MN=i/— i/ 0 =MQsenMQM, e quindi: 

(14) x=x„ + rcos(a-i-w); «/ = i/ 0 -f rsen(a + «). 

Con queste forinole si passa da assi ortogonali a coordinate po- 
lari , di cui (x 0 y a ) è il polo, ed a l’angolo dell’origine delle 
anomalie coll’asse delle ascisse. 

75. Elevando a quadrato lo (14), dopo passati x u ,y u ne’ primi 
membri, e addizionando, si troverà: 

(15) r= V(x— x 0 )’+(j/-y # )* ; 

e parimenti dividendo le (14) con la medesima avvertenza di 
trasportare ,r 0 , y u , se ne trae: 

tan(a+«)=- — — , o sia (16) « = arc.tan- — — — a. 
x~x 0 x-x„ 

Con queste formolo (15) e (16) si passa, all’opposto, da coordi- 
nate polari a coordinate ortogonali. 
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76. Se il polo coincide con l’origine degli assi. x 0 ~ y o —0 e 
le formolo (14', (15) e (16) divengono rispettivamente: 

(17) .r = rcos(a-r«) , j/=rsen(a4-«); 

f fi 

(18! r — \i (x* + v*) , #=rarctan-j- — a. 

E finalmente se, oltre il polo e l’origine, coincidono pure 
l’asse delle anomalie con quello delle ascisse, allora ct~0 ed 
avremo : 

(19) r rcosB, t/— rsen», e reciprocamente: 

(20) r — v'.r’ty 1 • * = aretan — ; 

CAPITOLO III. 

Della reità. 

77. Dovendo trattare della retta ne troveremo primamente 
l’equazione, riferendola a due assi. Sia 
pertanto N"N una retta qualunque, e sup- 
poniamo da prima che l’origine sia un 
punto qualunque 0 della stessa retta, e 
gli assi X'XjY'Y facciano un angolo qua 
lunque. Se dai diversi punti N,N',N", ec. 
della retta conduciamo le rispettive ordi- 
nate, ne risulta, per la simiglianza dei 

triangoli N"P"0, N'P'O, NPO, ec., che N"P" : P"0=N'P': P'O^ 
NP : OP = oc. = senNOP : senONP sen NOX: sen NOY, ec.; vale 
a dire, che in questo caso il rapporto tra l’ordinata d'un punto 
qualunque della retta all’ ascissa corrispondente è costantemente 
uguale al rapporto tra i seni degli angoli, che la retta fa ri- 
spettivamente con l'asse delle ascisse e con quello delle ordinate; 
laonde chiamando x,y le coordinate d’un punto qualunque, ed a,^ 
i detti angoli, avremo l’equazione: 

¥ = i ^’ 0pur6 (1) y = mr ’ 

in cui ni = sena : scn£. Questa (1! pertanto è (§. 44) l’equazione 
della retta che passa per l’ origine , e l’ angolo degli assi è qua- 
lunque. Essa conviene, come doveva essere, a qualunque punto 
della retta, sia che si trovi nell’angolo XOY , o nell’oppo- 
sto X'OY'; perchè i punti compresi nel primo angolo ànno le 
Rubini - Geom. Analitica. 6 
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coordinate entrambe positive, e quelli compresi nel secondo 
ànno coordinato entrambe negative; ora, essendo m positivo, 
l’equazione (1) dà, qualunque sia il segno dell’ascissa .r, un 
segno simile per l’ordinata y. 

Inoltro potrebbe la retta cadere invece ne’ due angoli oppo- 
sti X'OY, XOY'; in questo caso ancora il rapporto tra l’ordi- 
nata all’ascissa d’un punto qualunque della retta è costante 
come sopra ; ma queste coordinate sono di segno contrario, u 
ciò si à pure dall'equazione (1), la quale per conseguenza rap- 
presenterà la retta che passa per l’origine, qnalunque siala 
posizione della retta rispetto agli assi. 

78. Quando la retta non passa per l’origine, in modo che 
essendo M"M la retta, gli assi sieno X'X, Y'Y, allora si osser- 
verà che se per l’origine si conduce una retta N"N parallela 
alla data, ed MP è l’ordinata d’un punto qualunque di questa 
retta, avremo MP — NP + MN = NP + OB; ora OB è costante per 
qualunque punto della M"M, e inoltre ponendo OP=j, MP-.i/, 
sarà NO = ttn (§. prec.), laonde, ponendo OB— », avremo: 

(2) y = mx-r n. 

Questa ò pertanto l’equazione d’una retta menata comunque 
nel piano degli assi, e che incontra quello delle ordinate a una 
distanza dall’ origine eguale al termine noto n , il quale può 
d’altronde esser positivo o negativo, secondo ohe l’incontro ù 
luogo sull’asso positivo o sul negativo. 

Vediamo da ciò che l’ equazione della retta è di I” grado fra 
due variabili. 

79. Reciprocamente si dimostra che l’equazione generale 

(3) Ax + By + C=0 

in coordinate rettilinee, appartiene a una retta. 

Potendo sempre dividere quest’equazione per uno qualunque 

^ (p 

de’suoi coefficienti, dividasi per B, e pongasi — fi — m > ~ -»• 

così la (3) diviene: 

(4) y = nix 4- m. 

Posto ciò, poniamo primamente che nella (3) manchi il ter- 
mine noto C; allora n — 0, e la (4) diviene semplicemente: 

(5) y=mx, 

onde la linea corrispondente a quest’equazione passa per l’ori- 
gine (§. 46). Inoltre se m è positivo, allora ad un’ascissa posi- 
tiva corrisponderà un’ordinata positiva, e ad un’ascissa negativa 
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corrisponderà un’ordinata negativa, di tal che la linea cadrà 
nei due angoli opposti (fig. §. 77) XOY,X'OY'. Il contrario 
avrà luogo so m è negativa, c la linea, passando sempre per 
l’origine, cadrà ne’ due angoli opposti XOY',X'OY. In qua- 
lunque caso 1’ equazione’ (ó) indica clic il rapporto dell’ ordi- 
nata all’ ascissa di qualunque punto della linea , indipendente- 
mente dal segno, è costante. Laonde se N,N',N",ec. sono diversi 
punti del luogo dell’equazione (5), "menate le corrispondenti 

.. . . , NP N'P' N"P" ...... 

ordinato, dov essere — — — v> ec.— m; quindi ì trian 

goli N0P,NT'0,N"P"0, ec., avendo proporzionali i lati intorno 
agli angoli eguali P,P',P",ec., sono simili; e però gli angoli NOP, 
N'OP',N"OP"ec., devono essere uguali; ma i lati OP,OP',OP", ec. 
sono in linea retta, quindi ancora i lati ON,ON',ON", ec. e con 
essi i punti K,N',N”, ec. devono cadere in una retta. Pertanto 
il luogo della (5) o sia dell’ equazione Ax ; By — 0 è una retta 
che passa per l’origine delle coordinate. 

Tornando ora all’equazione generale (4), osserviamo che, per 
una stessa ascissa qualunque x, l’ordinata del punto corrispon- 
dente della (5) differisco da quella corrispondente nella linea (4), 
algebricamente, per la quantità n; e però, supponendo questa 
quantità positiva, ò chiaro che se si prende UH-» , e si con- 
duce per B la M"AB parallela alla ON, luogo della (5), sarà M"AB 
il luogo della (4); il quale invece cadrà al di sotto di ON se n 
è negativa. Pertanto il luogo geometrico dell'equazione y— mx-tn, 
o della proposta Ay + Bx + C— 0 è una retta , c,b,d, 

80. Dal precedente risulta che nell’equazione (4) il termine 
noto »— OB è l’ordinata all’ origine, o il coefficiente m di x, es- 
sendo quello stesso di x nella (5), rappresenta, indipendentemente 
dal segno, il rapporto tra i seni degli angoli NOX e ONP=NO Y, 
o vero MAX, MB Y formati dalla retta ! eoa Casse OX e con 
l'asse OY rispettivamente. Laonde se dinotiamo con a o f questi 
angoli, e con 6 quello degli assi avremo: 

.. sena sona 

;6 m- — -„-—z -, • 

sen^ sen/J — a; 

81. Quando gli assi sono ortogonali, 0 — 90° e quindi: 

-, sena 

.7 in — —tana, 

cosa 

vale a dire il orfici ente di x nella (4) rappresenta la tangente 
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trigonometrica dell’ inclinazione della retta all’asse della x; la 
quale inclinazione sarà positiva o negativa, secondo che m è 
positivo o negativo (§. 23 . 

li giova notare che essendo 

sena = tana: + tan 2 a, cosa=-l : v'1 +tan s a, sarà: 

, . m 1 

(a) sena — — . cosa = . 

\ V~ m~ Vi 

82. Si rifletta come la posizione della retta rispetto agli assi 
dipende dai valori e dai segni de’ coefficienti della sua equa- 
zione. Così se nella (4) si suppone x— 0 si à y—n, il che vuol 
dire che tutti i punti della retta ànno la stessa ordinata , c 
perù in questo caso la retta ò parallela all’asse delle x. 

Similmente se m — oc, allora secondo la (6) risulta 0— a=0, o 
vero a=0, c però la retta in questo caso è parallela all’asse 
delle ij] d’onde segue che tutti i punti di questa retta anno 
la stessa ascissa; e chiamando a quest’ascissa sarà x = a l’equa- 
zione della retta. 

Pertanto una delle coordinate eguagliata ad una costante 
rappresenta una retta parallela all’asse di nomo contrario a 
quello dinotato dalla coordinata variabile; cosi 

x— a retta parallela all’asso delle y, oche incontra l’asse 
dello x a una distanza a dall’origine; 

y — b retta parallela all’asse delle x, e che incontra l’asse 
delle y a una distanza b dall’origine. 

Inoltro si noti che paragonando il problema procedente con 
quello del §. 62 risulta che ma stessa equazione riferita a di- 
versi generi di coordinate non rappresenta la stessa linea, co- 
me fu annunziato al §. 54. 

83. Si può inoltre osservare che se P equazioni di due rette 
ànno eguali tra loro i rispettiti coefficienti di x, le rette sono 
piar allele-, perchè allora secondo le forinole (6) c (7) le loro in- 
clinazioni all’asse dello x sono eguali. Così le duo equazioni : 

y — ax + 6 , y — axr b' 
rappresentano due rette parallele. 

Reciprocamente perchè due rette sieno parallele è d’uopo clic 
il coefficiente di x in una sia eguale al coefficiente di x nell’altra. 

.Se poi i coefficienti di x nelle due equazioni sono eguali e 
di seguo contrario, le rette si trovano egualmente inclinate, una 
all’asse positivo delle x, l’altra al negativo. 
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84. Dati gli assi c l’equazione (3) della retta, questa è data 
di posizione e s’assegna al seguente modo: si riduce la (3) alla 
forma (4); indi si taglia sull’asse delle y, a partire dall’ori- 
gine e secondo il segno del termine noto n una porzione ( OB ) 
eguale a detto termine ; poi, se gli assi sono oòbliqiii, si deter- 
mina l’angolo a mercè la formala (6) la quale dà : 

msenO 

8 tana = -, 

' ' m + cosO 

o mercè la (7), se gli assi sono ortogonali, e si mena per l’ori- 
gine ma retta {Oli) che faccia con l’asse positivo ( OX) l’an- 
golo a; finalmente per l’ estremo (B) si mena parallelamente 
ad [OH] una retta [lì A) che sarà quella di cui è data l’equa- 
zione. E giova notare che qui intendiamo che nel fare uso 
delle formolo (8) o (7) si tiene conto del segno che la forinola 
dà per tana secondo i dati m e 0, per mollo che l’angolo a 
può essere acuto od ottuso, e quindi l’ inclinazione della retta 
può esser positiva o negativa. 

Ksem. — Sia p = \x\J 2 — 3 l’equazione della retta; 0=1 3ii 0 . 
Secondo la formola (8), sarà tana— oc , a = 90°; quindi si co- 
struirà la retta in discorso, prendendo sull’asse negativo del- 
le y, a partire dall’origine (0) una porzione (OB) — 3, e me- 
nando pel punto (B), perpendicolarmente all’asse (XX') la (BA), 
che sarà la retta della data equazione. 

85. I’er contro, data di posizione una retta , rispetto ad un 
dato sistema di assi, si determinano il coefficiente m (coefficiente 
angolare) della sua equazione mercè la formola (6) o la (7), 
secondo che gli assi sono obbliqui o rettangolari; c il coeffi- 
ciente » si à dal valore e dal segno dell’ordinata all’origine. 

86. Però si può in modo più brevo assegnare la posizione 
della retta, trovando i punti in cui essa incontra i due assi, 
perchè sappiamo che due punti bastano a determinare la retta. 
Quindi se questa à per equazione la (3) si porrà una volta ;/-0, 
e un’altra #=.0, e s’avranno (§.57) l’ascissa OA, c l’ordinata 
OB (fig. a §. 77.) de’ punti cercati, le quali saranno: 


(«> 


OA = — 


A ’ 


0 B =-f- 


Fissati così i punti A e B si conduce la retta AB, clic sarà 
la cercata. 

Questa costruzione non può applicarsi all’equazione ij - m.r, 
perchè in tal caso la retta incontra ambi gli assi all’origine. 
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87. Forme diverse con i.e quali può presentarsi l’equa- 
zione della retta. — Ponendo OA = s,OB=i, avremo se- 
C C 

condo le (9) a = — j , b = — - , e ricavando da queste egua- 
glianze i valori di A e B e sostituendoli nella (3), avremo: 


( 10 ) 



quest’equazione è omogenea rispetto alle rette x ,y ,a e Ir, e i 
coefficienti di x o y rappresentano l’ inversi velori de’semmenti 
a e 6 che la retta taglia rispettivamente sugli assi OX,OY a 
partire dall’origine. 

88. Quando a=b~ac la retta passa all’ infinito) nel tempo 
stesso si à A=- />’— 0, onde l’equaziono (3) riducesi a C O; e però 
una costante eguagliata a zero rappresenta una retta all’infinito. 

Se all’opposto a— i— 0, la retta passa per l’origine; in tal caso 
A-B=ao , o la (3) riducesi a C— oo ; e siccome il rapporto A : B 
resta indoterminato, cosi ne seguo che una costante eguale al- 
l’infinito rappresenta una retta qualunque condotta per l’origine. 

89. So dinotiamo con z una retta finita qualunque, c nella (3), 
non omogenea rispetto a x c >j, poniamo x:z,y:z invece di 
•t e y, quell’equazione prende la forma: 


(11) Ax + By+Cz = 0 

omogenea rispetto allo quantità x,y,z. In questo caso le coordi- 
nate d’un punto qualunque delle rette sono rappresentate dai 
rapporti x:z , y:z e si chiamano coordinato omogenee. E 
giova notare che dalla (11) si passa alla (3j ponendo z— 1. In 
ogni caso sèi’ unità lineare. 

90. Rimettendo ncU’cquazionc (4 invece di m il suo valore (6) 
o l’altro (7) avremo le due equazioni : 


(12 ?/-»_ ■ T y~n _ a? 

' ' sena senf ’ sena cosa ’ 

delle quali la prima si riferisce a coordinate obblique , e la 
seconda a coordinate ortogonali : questa seconda , osservando 
clic p la 90". può scriversi anche cosi: 


(13) 


;/-* _ x 
ros3 cesa’ 
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91. Dinotando con p la perpendicolare OP condotta dall’or! 

Rine alla retta, c con 9 e i|< gli angoli for- 
mati da quella perpendicolare con gli assi 
positivi OX,OY; allora, essendo come so- 
pra OA—a, OB—i , avremo dai triangoli ret- 
tangoli OAP , OBP , a ~p : cos? , b — /r.oos^ , 
e sostituiti questi valori nella (10) , quel- 
l’equazione diviene: 


b iVp 



(14) #cos? + t/cosi}»=|>, 

e questa rappresenta la retta rispetto a due assi obbliqui. .Se 
gli assi sono ortogonali, allora e + (}i:=90 o e I* 1 (14) diviene: 


(15) ireos? + ysen9=|). 

92. Per costruire la retta secondo la (14) o la (15), si menerà 
per l’origine una retta lunga quanto^, che formi con l’asse 
positivo delle x l’angolo 9; e si distenda da quella banda del- 
l’asse X'X ove cade l’asse positivo delle y ; dall’altro estremo 
di quella retta, c perpendicolarmente ad essa, si condurrà una 
retta indefinita, che sarà la richiesta. 0 pure, osservando che 
l’angolo PAO = t|/ , si costruirà un circolo col centro 0 e con 
un raggio =p', indi si menerà a questo circolo una tangente 
che faccia con l’asse negativo XX' l’angolo <|o 

Giova tener presento che, supposte le dette equazioni ordi- 
nate in quanto a’ segni , in modo che p abbia ad esser posi- 
tivo nel secondo membro, allora l’angolo 9 sarà acuto o ottuso 
secondo che il termine a’cos? ò positivo o negativo. 

So p è negativo nel secondo membro allora la retta si tro- 
verà, rispetto all’origine, in parte opposta alla AB. 

93. Ciascuna delle equazioni (10), (14 ,(15) nonò meno generale 

della (3) : tutte contengono lo stesso numero di quantità arbi- 
trarie, cioè due. Nella (10) queste costanti sono i rapporti di 
due qualunque delle tre costanti A,B,C alla terza. Riguardo 
alla (14) è da notare che fra le due quantità 9 c <{/ v’è la re- 
lazione 9-} 0 , essendo 0 l’angolo degli assi, e però una sol- 

tanto è arbitraria. 

In fino l’equazione Ax+By + C—0 può esser sempre ridotta 
alla forma (15) moltiplicandola per un coefficiente g convenien- 
temente determinato: in fatti, eseguita la moltiplicazione e 
indi identificando il prodotto col primo membro (15) si Anno 
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lo uguaglianze = 00*9, jiZ?=8en9, 'pC—-p, d’onde si rica 
vano i valori di 9, j*. c p, cioè: 

1 Q 

;00) tan3 = -jr, ji= — - p— - - ■ ■ 

M ± \A t -rh t ± < A* + il* 

e in queste formolo si riterrà innanzi al radicale quel segno 
che è opposto a quello di C, affinché p risulti positivo. 

94. Forme particolari di equazioni di rette assoggettate 
a talune condizioni. — Essondovi nell’equazione generale della 
retta due costanti arbitrarie distinte, si può, in generale, de- 
terminarle in guisa da soddisfare talune condizioni, e l’equa- 
zione particolare che conterrà le costanti così condizionate, non 
potrà appartenere altrimenti che a sola quella rotta per la quale 
dette condizioni si trovano verificate; laonde, seguendo questo 
principio, ci faremo a cercare talune forme speciali di equazioni 
d’una retta, lo quali occorrono nelle applicazioni ; notando che 
faremo sempre uso di coordinate ortogonali, a meno che 
non s’avvertisse il contrario. 

95. Problema I. — Trovare l’equazione di quella retta, che 
è obbligata a formare un dato angolo con l’asse positivo delle 


Qualunque esser possa la retta dimandata, la sua equazione 
dovrà necessariamente essere, in generale, della forma (4): 

(4) y = mx 4- n ; 

ma, perchè formi con l’asse positivo delle x l’angolo a, deve 
essere ni = tana ; laonde, ponendo in (4) cotesto valore di ut, 
avremo l’equazione: 

(16) y = tana-x + «, 

che rappresenta una retta obbligata a fare con l’asse positivo 
delle x un dato angolo a come si voleva. 

Esempio. — Volendo che la retta s’abbia ad inclinare all’asso 
delle x sotto l’angolo a — 45° ; dev’essere tnna=l c però se- 
condo la (16), sarà y — x -fa l’equazione cercata. 

96. Si noti che nelle (16) v’è tuttavia un’altro coefficiente, n, 
rimasto arbitrario. 


Cosi dovea essere, non essendosi data che una sola condi- 
zione; d’altronde, considerando la questione geometricamente, 
ben si scorge che la retta, di cui ci siam proposti trovare la 
particolare equazione, poteva essere una qualunque delle infinite 
parallele, che formano il medesimo angolo con una retta data, 
p. c. l’asse delle ascisse; e perù l’altro coefficiente n doveva 
rimanere indeterminato. 
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La medesima indeterminazione d’uno de’ coefficienti à luogo, 
sempre che non vi sia che una sola condizione distinta, sì che 
l’eq unzione, clic in tal caso s’ottiene, non rappresenta già una sola 
retta, ma tutte quelle che alla medesima condizione soddisfanno. 

97. Problema IL — Trovare V equa zinne della retta obbligata 
a passare per un punto dato. 

Rappresentando, corno sopra, con 

(4) ■ y = mx + » 

l’equazione della retta dimandata, e con x 0 , y 0 le coordinate 
del punto datò, si soddisfa alla posta condizione, scrivendo §. 45: 

(17) y a -mx 0 +n, 

e, mcrcò quest’equazione di condizione, potremo esprimere uno 
de’ coefficienti m, n in funzione dell’altro, che rimarrà tuttavia 
indeterminato. Pertanto avremo : 

y„~n 

n — y 0 — mx. , o pure m — — 

e sostituendo in (4) si à: 

I' 18 ) **(*—*•)» o pure y lr x-x 0 y=n{x-x 0 ) t 

c si l’una che l’altra di cotestc equazioni rappresenta la retta 
obbligata a passare pel punto (x„y 0 ). Nella prima vi rimane 
tuttavia indeterminato il coefficiente m, e quindi indeterminata 
la direzione della retta; nella seconda equazione poi resta in- 
determinato il coefficiente n, cioè il punto in cui la retta va 
ad incontrare l’asse dello x. L’ indeterminazione della retta, 
in questo caso, si spiega ancor grometricamente osservando^ 
che per un punto dato possono condursi infinite rette. 

98. Se invece della (4) assumiamo la (13) j>er equazione della 

7/ fi (P 

retta, allora la condizione (17) sarà propriamente --- ^ — 0 

però prendendo da quest’equazione il valore di n e sostituen- 
dolo nella (13), o più semplicemente sottraendo da questa la 
precedente equazione, avremo: 

(19) Vrll = -I? , o pure (20) 

coSjJ cosa sena cosa 

99. Si noti che per ogni sistema di valori di m ed », prò 
prio a verificare la (17), l’equazione (4) rappresenta una retta 
individuata, clic passa pel punto ( x 0 y 0 ). Ma le duo equazio- 
ni (4) e (17) sono della medesima forma, quindi la stessa equa- 

Rubini G coni. Analitica. 7 


Digitized by Google 



50 §. 100. PARTE PRIMA -GEOMETRIA NEL PIANO §. 102. 


zione y=mr | », rispetto a un sistema di assi, rappresenta una 
retta , so lo variabili vi rappresentano i determinanti della 
posizione del punto (le coordinato del punto); o invoco rap- 
presenta un punto, se le variabili vi rappresentano i determi- 
nanti della posizione della retta. Questi secondi determinanti 
sono detti coordinate lineari dal PlOckek, c tangenziali da 
Chaslks; i quali distinti Geometri furon i primi a trattarle e 
farne fecondissime applicazioni. E veramente le quantità m e n, 
considerate come determinanti rispettivamente la direziono c 
un punto della retta , sono duo coordinate della retta , cioè 
due elementi geometrici clic fissano la posizione della ret- 
ta. Quando esso sono variabili che soddisfanno l’equazione 
y — mx-rn, in cui x c y si suppongon dati, varia pure la po- 
sizione della retta passando sempre pel medesimo punto, la cui 
equazione in coordinate lineari sarà la precedente. 

100. La stessa conclusione à luogo per l’equazione omogenea 
(11) Ax+By + Cz= 0, 

per la quale l’equazione di condizione analoga alla (17) è: 

(21) Aa+Bb+Cc = Q, 


essendo — , -- le coordinate del punto dato. Possiamo quindi 
c c 

stabilire la proposizione seguente: se i coefficienti A, R, C del- 
l’equazione d’una retta sono tra loro connessi mercè un’equazione 
di l.° grado della forma (21), in cui a, b, c sono quantità date, la 


retta rappresentata dall’ equazione 


il 1 ) passerà pel quinto j . 


101. Problema III. — Trovare l’equazione della retta obbli- 
gata a passare qier un punto dato, e formare un dato angolo 
coir asse delle x. 

Sieno x a , y 0 le coordinate del punto dato, e rappresenti a 
l’angolo dato. E primamente, perchè la retta passi pel punto 
dato la sua equazione dev’esser della forma (18) : 

(18) y-y 0 ^m(x-x„Y, 

e perchè s’inclini pel dato angolo, dev’essere m— tana. Laon- 
de, sostituendo nella (18) questo valore di m si avrà l’equazione 
richiesta. 

102. Problema IV. — Trovare, l’equazione della retta obbli- 
gata a passare per due punti dati. 

Sieno (,r 0 y 0 ) , (r,;/,) i punti dati, e rappresenti 


(41 


y mx (-» 
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l’equazione della retta richiesta. Le condizioni del problema 
saranno adempiute ponendo le due equazioni: 

(22) i/ # =mjr 4 + «, y, = «r, + a (§• 45); d’onde 

(0 o, „ _ Vo-Vt „ . J,,!/, - y„X| . 


e questi valori messi nella (4) danno: 

(24) 

a’o-®! ' x 0 -x, 

per l’equazione richiesta, cioè por l'equazione della retta obbli- 
gata a passare pe’ due punti (x„v 0 ), (x,y,). 

Essa non contiene più alcun che d’indeterminato, come do- 
veasi aspettare; perchè per due punti dati si può sempre far 
passare una retta, ed una sola. 

103. Nel trovaro la precedente equazione possiamo procedere 
altrimenti cioè, messe le due condizioni (22), si scrive imme- 
diatamente l’equazione (18) y — y 0 —m[x — x 0 ), che rappresenta 
già la retta che passa pel primo punto [x 0 y„)-, e quindi si so- 
stituisce in quest’equazione il valoro di m elio si trae sot- 
traendo lo (22), cioè il primo (23); cosi l’equazione richiesta 
si presenta sotto la forma: 


V-V 0 - 


Vo-'J, 


che diviene la (24), col trasportare y 0 c ridurre. 

104. Il coefficiente di a: e il termine noto nella (24) essendo le 
coordinate della retta (§. 99 ), no viene che le coordinate m, n 
d’ima retta che passa per due punti (x 0 y„), (x,y,) sono le (23): 




x„y, - v.,x, 


105. Ei giova notare, che se le coordinate x„,y„ d’un punto 
e quelle x,,y t d’un secondo punto soddisfanno ad uuu comune 
equazione lineare, per modo da essere: 

Ax o +Bij o +C- 0, Ax,+By t + C=0, 
allora l’equazione della retta cho passa pe’ due punti (x u y„) 
(ir,;/,) è Ax + By + C— 0. In effetti per ipotesi cotesta equa- 
zione è verificata per entrambi i sistemi (x 0 y 0 ), (-r,;/,), i quali 
per ciò (§. 45) corrispondono a due punti di questa retta. 

106. Kokmole metriche hklative a una o più bette. — 
Intendiamo con questo nome ogni forinola la quale serve a 
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calcolare numericamente un elemento geometrico di grandezza de- 
terminata; tali sono quelle formolo che dànno le coordinate del 
punto d’intersezione di due rette; la distanza d’ un punto da 
una retta; oc. Qui appresso cercheremo tali formolo. 

Problema V . — Date le equazioni di due rette, trovare le coor- 
dinate del loro punto d’intersezione. 

Sieno: 


(25) y — nix + n ; j i—m'x + n' 

lo equazioni dello rette dato. Eliminando x e y tra queste c- 
quazioni (§. 55) avremo subito per le coordinate del punto d’in- 
contro: 


(26) 


n' — n mn'—nm’ 

7 * y — r • 

m — m m — m 


Cotesto formolo dàn luogo alle seguenti osservazioni : 

1. ° — Se » = »' = 0, risulta x=y—0; vale a diro il punto 
d’ intersezione è l’origine delle coordinate. Col fatto, nella stessa 
ipotesi, le equazioni date si riducono ad y—mx, y—m'x, c in- 
dicano per ciò, cho le duo retto passano per l’origine. 

2. ° — So m—m', risulta x~y— oc. Volendo interpetrare sì fatto 
risultamcnto si osservi che, dinotando con a, a' gli angoli ri- 
spettivi delle rette dato coll’ asso dello ascisse , si à «intana, 
9»'= tana', quindi, poiché m ed in' sono eguali e dello stesso 
segno, risulta a~a', cioè le rette date s’inclinano egualmente e 
da una stessa parto all’asse dello x, e però soli parallele. Così 
l’Algebra indica il parallelismo di duo rette, dando coordinate 
infinite pel loro punto d’incontro; ed è perciò che nel linguaggio 
algebrico si dice: le rette parallele s’incontrano a distanza infinita. 

3. ° — Se m-m', ed n—n' ad un tempo, le(26j dànno x=y— j*-. 

Col fatto in questo caso le (25) divengono tra loro identiche, c 
però le due rette si confondono in una; quindi s’incontrano in 
tutti i punti del loro prolungamento. 

Giova notare P analogia tra le formolo (26) e (23) ; le pri- 
me dinotano le coordinate del punto comune a due rette, c 
le seconde sono le coordinale della retta comune a due punti. 
Le une si deducono dalle altre con lo scambiare le coordinate 
de’ punti in quelle delle rette. 

107. Quando le equazioni delle rette son date sotto la forma: 

(27) Ax+By+C= 0; A'x-\ B'y+ C"=0. 
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le coordinate del loro punto d’intersezione sono date dalle for- 
inole seguenti: 


(28) 


BC'-CB' C A' -AC 

X ~ AB'-B A'' y ~AB’-BA'' 


Sieno 

IY 

>|/ 


i due 
M 


K 


108. Problema VI. — Trovare l’espressione della distanza fra 
due punti. 

punti M (x 0 y„) ed M, (dqy, ), riferiti agli assi 
rettangolari OX, OY. Si dinoti con d la distanza 
MM, , o secondo il teorema di Pitagora avremo: 

(29) MM^MR’+M.R’j 
ma MR=PP,:=x | — x D , MjR^i/,— y 0 , quindi 

(30) rf*=(x 0 -x,)*+(i/ 0 -y,)*. 

Cotesta formola, che è l’espressione richiesta, è generale , con- 
siderando algebricamente le espressioni x 0 — x, , y u —y, (§. 26). 

109. La (30) assume forme speciali, secondo la posizione dei 
punti (x 0 y„), (x,!/,); cosi: 

l.° — Se i due punti stanno sulla retta 

( 4 ) ij — 'inx + n , 


x 


dev’essere m ~ ' ■ (§. 102), c quindi la (30) eliminandone, 

x o~ x t 

merci) questa relazione, l’una o l’altra delle differenze y a — y , , 
x 0 — x, , assumerà l'una o l’altra dello due forme seguenti : 

*/l 4. 

(31) d=±(x 0 -x) •Jl + m*; d=±(y a -y ,) — 

2.° — So la retta è data dall’equazione (3) 

(3) Ax + Bij+C—0, 

questo formolo prenderanno l’aspetto seguente: 


(32) d=±{x 0 -x, 


\<~^+B ì 
1 B 


d=Mv o— f/« 


\fA}+B 1 


E si noti che nelle ultime quattro formolo, conviene de’due 
segni che accompagnano il radicale, ritener solo quello che 
combinato con l’altro delle differenze x„— x, , o y 0 —y t dà un 
risnltamento positivo; perchè la distanza fra due punti, quan- 
do non s’abbia relaziono ad altri punti , dcv’esser considerata 
in valore assoluto. 


t 
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3.° — So uno de’ punti, e sia ( J* o y 0 ) * è l'origine, le formolo pre- 
cedenti divengono rispettivamente: 

V®;-rU*=±x i V1 t»**=±ì/, ; 

7)1 

. \ r À r +B t v'A'+B* 

««=±*1 — ^ — ,= =fcy — ^ — • 

110. Chiamando a l’angolo della retta coH’asse delle x, ab- 
biamo (a, §. 81): 

(34) sena— ■■■■--- , cosa-- — ; 

V 1 + m* Vi + ni* 

quindi le (31) possono essere scritte così : 

(35) a'„ — j - , = deosa, -rfscna, 

le quali forinole si àuno pure direttamente dalla figura. Da 
esse si trae benanche: 



gp-gi __ y»-y, _ d 

cosa sena 

Quest’equazione continua avrà luogo qualunque sieno i pun- 
ti (.r u :/ 0 ) , ( x ,y,) presi sulla retta che à per equazione la (4), c 
però si può supporre che uno di essi , rimanendo sempre su 
questa retta, varii di posizione : sia il punto (x u y 0 ), le cui 
coordinate rappresenteremo ora con lo variabili x , >j, e dino- 
tando con p la distanza d, che ora è variabile, avremo: 


(36) 


x -x, 


v y, 


: -?■ 


cosa sena 

Questa equazione continua pertanto rappresenta la retta, 
di cui (jc ||/|) ne è un punto dato ; e p è la distanca tra questo 
punto ed un altro qualunque della medesima retta. 

111. Problema VII. — Date le equazioni di due rette, Irò 
Vi »' b' tare te linee trigonometriche dell’angolo da 
esse formato. Sieno: 

"Jl (37) y — mx+n , y — m'x-i- n 

B lo equazioni delle due retto date AB, AB'. 
Per l’ origino 0 si conducano due ret- 
X te OB, , OB,', rispcttivamento parallele 
ad AB, AB', prolungandole solo dalla parte dell’ asse positi- 
vo OY : saranno B,OX = a, B',OX — a' gli angoli che le rette 
date AB, AB' formano col medesimo asse OX e sarà ( 81 ) 
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tana = m , tana' — »»'. Ora supponendo clic sia a' > a, e dinotan- 
do con X Pungolo B,OB',— BAB', angelo dello rette date, avremo 
sempre X = a' — a, quindi (Trig. n.° 65) : 


tanX = tan (a'— a) = 


tana'— tana 
1 + tanatana'* 


e perù, sostituendo a tana e tana' i loro valori m ed m\ avremo: 

»»'—»» 


(38) 


tanX = 


1 + inni' 


c siccome scn a — - 


tanX 


(39) senX - 


vi +tan 3 A 
m'-m 


cosX=- 


1 


V 1 + tan*X 


: , avremo : 


V 1 4 \! 1 + m' 1 


cosX = - 


1 +mm' 


V 1 4- ni 1 \l 1 + «»'* 


Se le equazioni dello rette sono le seguenti : 
(40) Ax + Bg + C—0, A'x+B'y + C'=0, 

le formole precedenti divengono: 


(41) 


tanX = 
scnX = 


AB'-BA' , 
AA'+BB' ’ 
AB'-BA’ 

B l v A’* ì-B'* 


, AA'+BB' 

COSA.— — — — •. 

x’ A* + B 1 \'A'+r B' 1 


112. Tutto queste formole non cadono mai in difotto; in fatti 
la tangente d’uu angolo varia da —cc a 4-oo, e la formola (38) 
si trova in queste condizioni ; similmente il seno e il coseno, 
in valore assoluto sono minori di 1, e nelle formole (39), qualun- 
que sieno m ed »«', i numeratori sono minori del denominatore. 

Inoltre, comunque nel trovare la formola (38) si è supposto 
a' > a, l’ipotesi contraria non fa che cambiare l’angolo - X nel 
suo supplementare, il quale perciò non determina rette diverse 
dalle prime. Infatti supposti gli angoli a , a' entrambi acuti t 
e prendendo la differenza a' — a in senso opposto , tana non 
fa che cambiare il segno, c perciò X risulta supplementare di 
quello che avrebbe data la stessa formola ritenendo la diffe- 
renza corno ò indicata nella formola. In generale, sieno qua- 
lunque le specie degli angoli a e a', prendendo la differenza 
algebrica de’ coefficienti angolari in , ni' la formola X si riferirà 
a uno o ad un altro dei due angoli adiacenti che le duo rette 
tagliandosi formano. 

La seconda formola (39) poi non contenendo quella differenza, 
e ritenendo i radicali col medesimo segno 4-, darà sempre 


f 
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l’angolo dolio due retto, cioè quello formato da due rotte 
condotto per 1’ origine parallelamente alle date , o distese sol- 
tanto da quella banda ove cado l’asse positivo delle y, il quale 
angolo potrà essere acuto od ottuso secondo il segno di 1 + mm'. 

In fine la prima formola (39), supposto già che la differen- 
za ni' — m sia positiva, altrimenti l’angolo X sarebbe > 180°, 
dà l’angolo dello due rette c il supplementare a un tempo. 

113. Le forinole qui innanzi trovate ci porgono il mezzo d’o- 
sprimcrc le relaxioni che debbono aver luogo fra i coefficienti 
angolari di due rette, perchè queste fossero tra loro perpendi- 
colari , o parallele. Infatti, nel primo caso dev’essere X = 90°, 
e nel secondo dev’ essere X = 0 ; si che , fatta 1’ una o 1’ altra 
di queste due ipotesi nella formola (38), troveremo che 

due rette y - nix + n; y=m'x-r»', riferite ad assi rettango- 
lari sono tra loro perpendicolari, se . 

(42) l+mm'=0, 

e sono tra loro parallele, se m=m’. 

Se lo equazioni delle rette sono Ax+By+C- 0; A'x~ B'ij rC' 0, 
le condizioni precedenti divengono rispettivamente: 

(43) AA'+BB’= 0, AB'-BA' = 0, 

la prima delle quali à luogo quando lo rette sono perpendico- 
lari, e la seconda quando sono parallele. 

Esempio. — La retta parallela a quella cho à per equazione 
y — inx+n è y—mx+n'; 
e la retta perpendicolare alla stessa y = mx+n è: 


1 

w= x-f» . 

ni 

114. Problema Vili. — Date due rette, calcolare V angolo 
che la bisegante quello di queste rette fa con l’asse delle ascisse. 
Sia Oli la retta bisegante l’angolo AOA’ delle due rette OA 
jj' y o OA': egli è chiaro che l’angolo BOX-p 

£ è semisomma de’due AOX^a, A'OX-a'; 

/ . 2tan2 

/ .B quindi 23=a + a , e tan22=- — : 

/ / r 1- tan 2 j5 

— A tana + tana' 


X- 


0 


yjH' 


, Laonde se dinotiamo con 

X 1 — tanatana 

•mi , |i , m" le tangenti rispettive degli 


angoli XOA, XOB, XOA’, avremo: 

2;j. m' + m" 

1 - g 1 1 — m'm" ’ 


-, d’onde (441 


1 -m'm" 

+ 2 — ; ir g 1 

>n + m 


0. 
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115. Quest'equazione, essendo di 2.® grado, mostra che la 
hi segante può avere una doppia posizione ; c corri echi? il ter- 
mine noto di detta equazione ò —1, così dinotando con £,£’ 
i due angoli corrispondenti a quelle duo posizioni , avremo 
tanS tan£' =— 1, cioè £'={5-1-90®; vale a diro che, supponendo 
essere OB la bisegante corrispondente all’ angolo 5, quella cor- 
rispondente a 3' sarà la OB' jierjiendicolare ad OB ; ma se si 
prolunga AO verso A", l’angolo A'OA" sarà supplemento di 
AOA' , c la OB' dividerà appunto 1’ angolo A'OA". Pertanto 
delle due Inseganti OB,OB' la prima si chiama bisegante in- 
ferivi e la seconda esterna: l’interna ò sempre bisegante dell’ an- 
golo delle due rette date, l’esterna bisega il supplemento. 

116. Problema IX. — Data una retta ed un punto, trorare 
V espressione della distanza del punto dalla retta. 

K noto esser la distanza d’uu punto da una retta la lunghezza 
della perpendicolare menata dal punto alla retta. Sia quindi : 

(4) y-mx+n, 

l’equazione della retta, e D;.r 0 yJ il punto dato. La perpendicolare 
indefinita, menata da questo punto alla retta, avrà per equazione: 

(45) y~y u ~ — - (r— *„), (proti. II e VII). 

iti 

Questa perj>cndicolare incontra la retta data in un punto P, la 
cui ascissa t si trova eliminando y tra le |4) e |45), e si à: 

, -!/„) 

1 +1H 1 ’ 

Inoltro la distanza P tra il punto dato I) e il punto P, secondo 
la prima forinola (31), ò espressa da 



e sostituendo in questa forinola in luogo di t il suo precedente 
valore si troverà, dopo facili riduzioni: 


(46) 


V 1- m- 


K questa l’espressione dimandata, che, in virtù delle formo- 
lo (•14), può essere parimente scritta così; 

(47) P = =fc _ (y # _ mXo _ „) se „ a = ± ( y a - mx u - n ] scn £. 


essendo £ l’angolo che la retta data fa coll’asse positivo delle i/. 
Rubini - Geom. Analitica. 8 
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Quando l'equazione della retta è Ax I Z?;/ ' CO , risulta: 
(48) 


p _ t {Ax 0 +B>j n +C) 


= * A (J r. 


\tA'-+]ì* 

/#j/„-h<7) scna=± ^ (Ar u \Bijf C’seng. 


E finalmente se la retta è data dall’ equazione 
.roos3-*- j/seii3 — ji = 0 (§. 91), 

(49) P- ± (x„eos3 + j/ 0 8en? 

Pertanto, facendo attenzione a coteste varie espressioni di P, 
ne deduciamo la seguente regola per aver l’espressione 
della distanza d’un punto da una retta: si passino 
tutti i termini (Leti’ e qua: ione dì questa retta net primo membro, 
e si sostituiscano atte coordinate tariabili quelle del punto dato ; 
il risultameli lo si divida per la radice quadrata della som ma dei 
quadrati dei coefficienti di x e y , e si prefigga il segno - al- 
l’espressione ottenuta. 

117. Dobbiamo necessariamente ritenere il doppio segno nelle 
procedenti formole, per sceglier quello che conviene ne’ casi 
particolari, affinché la distanza P risulti positiva, perchè si 
considera in valore assoluto; c poiché il radicale si considera 
sempre positivo, cosi il segno finale 

sarà + , se »/„- mr 0 — n > 0 , o pure A x 0 + By u + C > 0 ; 

sarà — , se y u — mr 0 — n < 0 , o pure Ax u \- By u + C < 0 : 

vale a dire secondo che il punto sta sopra o sotto della retta. 

118. Problema X. — Date le coordinale di due punti , tro- 
vare quelle d’un terzo punto il quale divide la distanza tra i 
primi due in una data ragione. 

Sieuo M (,r, y, ) ; M'(.r t ;/,) i due punti dati, 
ed «t, : 5»j la ragione data. Sia inoltre N (tu) 
il punto che si cerca, in guisa che MN : NM’= 
m, : m t . Condotte le ordinate MP, NQ, M'P', 
pel parallelismo di queste rette s’avrà: 


M 




QJ P Q V X 

PQ:QP'::MN:NM', o vero t—x l :x i -t::m i ‘.m t , donde 


(50) 


Tpìh, 

»», + «!, 


Or poiché il punto N che à quest’ascissa devesi trovare su la 
retta MN, che à per equazione 

-Vii 


Digitized by Googl 


DELLA RETTA 


§. 120. 59 


ne segue che la sua ordinata s’avrà sostituendo in quest’equa- 
zione il precedente valore di t, e s’otterrà: 

(51) u ^ LZi yJr . 

M t -f M, 

Lo formolo (50) e (51) risolvono il problema. 

Sq il punto dividente cade fuori della distanza MM' si à iu- 
\ eco la proporzione t—x, m t : m t , donde : 

m t — m t ’ m , — m. 

Finalmente so N è nel mezzo di MM' risulta m t — , e quin- 

di, per virtù delle formolo (50) e (51), si à: 

(«3) *= ,£L ò :£s - 


, 2 • 


119. In generale, s’abbiano in un piano » punti A,,A,,A S . . A., 
a’quali corrispondauo rispettivamente le coordinate ( ,x, 

( - r a - r i» > !/» ) - Si congiungano i primi due e si determini 
il punto N, che divide la distanza A, A, nel rapporto m, :m t ; 
indi si congiunga N con A, e si determini il punto N,, che 
divido N,A 3 nel rapporto m 3 : m,+ m ì , e cosi appresso, finché 
non sieno stati esauriti tutti i punti dati; in questo modo si 
possono sempre determinare le coordinate (x,i/) dell’ultimo punto 
N a _,. In effetti pel punto N si ànno le formolo (50), (51) che 
contengono ancora le (52); indi pel punto N, si à: 

1 ìn t ~m t ■ iii 3 

u , i-m 3 ij 3 W|!/, : )»,;/, 

1 )«,+», ! wì 3 ’ 

e così continuando s’avrà in generale: 


(54 ) r _ OT T r i+»'i- r a 1 --+w,. r » . 

Questo punto (xy) si chiama centro delle distanze pro- 
porzionali. 

Se m t — • • •»*„, si à: 

,551 T _ J. + x t +-- + X n . _ r !/, -r ..+!/„ 


e questo punto (.ri,) si chiama centro de 1 le mediedistanze. 

120. Equazioni di condizione fra le coordinate di funti 
o ni rette più che detekminate. — Passiamo ora a trattare 
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un’altra specie di questioni, in cui son date pii» condizioni di 
quello necessarie per determinare una retta o un punto; con 
ciò troveremo le condizioni che debbono aver luogo fra i de- 
terminanti delle rette o de’ punti, perchè questioni di simil na- 
tura possano riuscire determinate. 

Problema XI. — Trovare la condizione perchè una retta ob- 
bligata a passare per due punti, abbia a fare un dato angolo 
con una retta data. 

Sieno (J„!/ 0 ),(.T t i/i) i due punti’ dati, e (4) y m.c + n la retta 
data. Quella dimandata, dovendo passare per que’due punti, 
avrà per equazione: 

:56) (x 0 -x t )(y~y t ) = {y 0 -y t )(x~x,), 

e so X è l’angolo che devo faro con la (4) sarà (38,111): 


(57) 


tau X = w (■ r »-- r i) -(.'/■>- !/i) 

«(i/o-yil+ta-zi)' 


Pertanto la (57) sarà la relazione che deve aver luogo tra le 
coordinate de’ punti dati, l’angolo dato X, e il coefficiente an- 
golare m, perchè la retta che passa pe’ due punti faccia con la 
retta data l’angolo X. 

121. Problema XII. — Trovare la condizione perchè una retta 
passi per tre punti, o vero, il eh’ è lo stesso, perchè tre punti 
siano per dritto. 

Sieno (x,y n ) , (x,t/,) , (.r,y,) i tre punti, e sia y-mx-n - 0 l’e- 
quazione della retta; perchè questa passi per quei punti, de- 
vono aver luogo le tre equazioni simultanee: 


y o -mx o -n-0, y,-tn.r,-n~0, y t -ì>uc t -n~0. 

Or, avendosi tre equazioni con duo ignote, è necessario, per- 
chè il problema risulti determinato, che sia (E. A, n.° 732): 

1 x o I/o 

(58) l.r ,y, =(x 0 -x t )(y t -y t )-(y 0 -y,){x % -x t ) 

1 Tj y, =K-x 1 )i/,-(y # -i/ l )3- t -(jr 1 ,y l -|/ u T l )=0; 
ed è questa la condizione dimandata. 

Segue da ciò che le condizioni perchè n punti stessero per 
dritto sono n—2. 

122. Quando questo determinante non è nullo, i tre punti 
non stanno per dritto, ma formano un triangolo, la cui su- 
perficie à per valore la metà di detto determinante. Infatti pren- 
dasi per base di questo triangolo la congiungente i punti ( x„y „ ), 
(■ r , »/,'■, la quale à per espressione \Z(x 0 — x,) i +(y 0 — y,'* (30,108); 
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c la perpendicolare condotta a questo lato, che à per equazione 
la (56), dal vertice opposto (.r,i/ t ) è dinotata da: 

(:r 0 — a;,)(yt— ?/«)— (t / 0 — ar t ) 

moltiplicando quest’espressione per la metà della precedente, il 
che dà per prodotto la superficie del triangolo, si à appunto, 
ad eccezione del segno, la metà del determinante (58). 

123. Pboblkma XIII. Trovare la condizione perchè tre rette 
passino per un medesimo punto. 

Sieno ij y-m t x-n,-=. 0, y~m^c-n t - 0 

le equazioni delle rette. Queste passeranno por un medesimo 
punto, se le loro equazioni sono verificate dal medesimo si- 
stema di valori di x ed y. E però, ragionando come sopra, 
è necessario che sia il determinante 


1 & 9 ) 


1 n„ 


1 mì, n, =(w 8 -«» 1 )(« , — «,) - («.—*,)(«» ,-m t ì 
1 m t n t =K-«, )=-0. 
Segue da questa risoluzione, cho le condizioni perchè n rette 
passino per un medesimo punto sono n -2. 

124. Quando le equazioni delle rette sono della forma 
(60) Ax+By+C-0, A’x+B'y+C^ 0, A"s\B"y\C'-i>, 
la chiesta condizione viene cosi espressa: 


l.±AB'C"— 0, o vero 

{AB'-BA')[CB"-BV) ~{CB' -BC)[A'B"~ B'A") - 
A{CB"-B'C')+BiAV-C'A")bC,B’A"-A'B")=.0. 

125. In ogni caso, perchè tre rette passino per uno stesso 
punto è d’uopo, che le loro equazioni moltiplicate ciascuna per 
una costante, in generale diversa, e addizionate, dieno un’e- 
quazione identica. In effetti, moltiplicando la prima (60) per X, 
la seconda per X' e la terza per X", e addizionando i risulta- 
menti si à: 

l(Ax+By+C)+’k'(A'x+B'y+C'}+'k”(A"x+B"y+C")^0ì 
ora il sistema di valori che annulla ad un tempo due qualun- 
que do’ tre coefficienti di X,X',X", deve parimente annullare il 
terzo, perchè le tre rette corrispondenti possano incontrarsi 
nello stesso punto. 

126. Problema XIV. — Trovare V equazione della bisegante 
r angolo di due rette date. 
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Sitino y — me +- n , y — m’x -f ri le equazioni delle rette date, 
e osservando clic ogni punto ( x,y ) della Insegante deve distare 
egualmente da quelle rette, cosi, secondo la Corniola (46), de- 
v’essere: 


(621 


y-mx—n y—m'x—n' 
V1 + »» 1 v'i+wi' 1 


, o pure 


[y-mx-n] cosaci [y-m’x-n') cos a', 


essendo a o a' gli angoli che le date rette formano con l’asse 
positivo dello a*. Questa e pertanto l’equazione delle due bise- 
ganti l’angolo delle rette e il supplementare. 

127. Per sapere quale de’ due segni devesi ritenere per avere 
l’equazione di una sola Insegante, si rifletterà che se lo rette 
sono le AB, AB' (fig. pag. 54) il loro angolo è BAB' (o il suo 
opposto al vertice, perchè quest’angolo è uguale a quello for- 
mato dalle OB,,OB,, menate per l’origine parallelamente alle 
date, e dirette solo dalla parte dell’ asso positivo delle y. In tal 
caso, sia che le rette formino angolo acuto o ottuso con l’asse 
positivo delle x, ogni punto M , preso nell’ angolo della retta 
si troverà superiormente ad una , e inferiormente all’ altra e 
però nelle precedenti equazioni bisognerà prendere i due mem- 
bri coi segni opposti; per modo che, se dinotiamo con A, A' 
i detti membri, l’equazione della bisegante dell’angolo delle 
rette sarà A— —A’ o vero A+A'—O, a quella della bisegante 
l’angolo supplemento sarà A-A' — O; intendendosi sempre per 
angolo dello rette, quello che fermano le parti di queste rette, 
che partendo dal punto d’ intersezione si distendono verso l’asse 
positivo delle y, vale a dire al di sopra dell’ asso delle .r, sup- 
[Mjsto quest’asse orizzontalo. 

128. Trasformazione di alcune delle formole prece- 
denti in coordinate polari. — Supposto che il primitivo si- 
stema di coordinate rettilinee sia il rettangolare PX,PY si vo- 
glia trasformare l’equazione 

(r) y — mx + n 

della retta riferita a questi assi in un’altra equazione riferita 



a coordinate polari, di cui P è il polo e PX 
l’asso. Per ottenere questa trasformata basta 
jKirre x—rcosu,y — rsenit essendo x,y le coordi- 
nate rettilinee, ed v,r le polari (19,76); così la 
(;■) diviene: r(son u - ni cos #).-». 
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. senot nn „ pena i,rv > 

Ora i»=tana= ; n~ PB=PAtana=« ; uscna l’D c; 

cosa cosa 

quindi, sostituendo nell’ ultima forinola, essa prenderà l’una 
o l’altra dello due forme seguenti : 


(63) 


asona 
scn(a-tt. * 


(64) 


d 

r = 

seni» -a) 


ciascuna delle quali rappresenta la retta in coordinate polari. 

12». Problema I. — Trovare, in coordinate polari, l’equa- 
zione della retta obbligata a passare per ita punto dato. 

Sia M («,»•,) il punto dato. L’equazione della retta che passa 
per questo punto, in coordinate rettilinee, è una delle seguenti : 
(65) y -y,-m{x-x i y, xy,-yx t =n[x-x t ), (18,97) 
e sostituendo quindi nella prima in luogo di x,y,x t ,y, rispet- 
tivamente rcostt, rsenu , iqcos», , iqscn», , e invece di m il suo 
valore tana, fatte lo debite sostituzioni, si à: 


(66) rsen K-a^jqsen^q-a). 

Fatta la medesima sostituzione nella seconda (65), e osservan- 
do che in Virtù del triangolo MPA, si à: 

' a\r t :: sen(«,-a) : sena, d’onde si trae 

sena r. sente. 

= tana- — — , 

cosa a ■ r, cos», 

o che « — «tana, s’ottiene: 

(68) rfasena+jqsen^-ttjJJ^ar^enw, , 
e questa, o la (66) ò l’equazione cercata. 

130. Adoperando il metodo diretto o quello di trasformazione 
s’ottiene la pruova degli altri problemi che qui seguono , e 
de’ quali no diamo soltanto il risultamento finale, restando a 
cura degli studiosi applicare i detti modi di ricerca. 

Problema II. — T rotare , in coordinate polari , l’equazione 
della retta obbligata a passare per due punti. 

Sieno («i»*,) ; in,r t \ i punti dati; l’equazione richiesta sarà: 

(69) [r,scn(#-tt,) -r,sen(»-»j Jr-t-jqTVsoiLtq-KjJ-O. 

131. Problema III. — Trovare in coordinate polari l’espres- 
sione della distanza fra due punti. 


Sieno (»,,r, 

); « t ,r,) i punti dati, e D la loro data distanza 

sarà: 


1*0) 

D =± v'V* + r\ - 2r,r,cos («, - w, ] , o pure 

(71) 

licosa — ± (r,cos», — r,cos»j) , 

(72) 

Ztsena -à-. r,sen,«— r,sen« t ). 


(b7) 
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Or, per la (67) r,cotascn», — a — r, cosa, quindi, quadrando, so- 
stituendo 1 — scii 2 Wj a cos l tt, e risolvendo si trao: 

r,scnM, = asen acosa ±\/r* — s J seu 2 a sena 
= ssenacosa± \r) — iP sen a ; 

similmente: r,8euttj = asenaeosa±\V^ —lesena, e sostituendo 
in (72) ne viene: 

D — ±(\V{ — d 1 — \'r\ - d 1 ). 

132. Problema IV. — Trovare , in coordinate polari, la for- 
cola per determinare T annoio di due rette. 

In coordinate rettangolari l’angolo X di duo retto, che fanno 
rispettivamente con l’asso positivo OX gli angoli a, a', ò dato 
dalla forinola: 


,74) 


tanX = 


tana-tana' 
1-r tana tana’’ 


ina a, a' anno il medesimo significato in coordinate polari, 
quindi la (74) è la forrnola richiesta. 

133. Ne consegue che, in coordinate polari due rette sono 
parallele, se a = a'; e sono perpendicolari , se 1 -r tanatana' = 0, 
o vero a' — a =90". 

Laonde la retta perpendicolare all’altra, di cui l’equazione è 
rsen(w — a) = d, c che passa pel punto (u,r t ) à per equazione 
rcos (« -h a) = r,sen («, - a). 

134. Problema V. — Date le equazioni di due rette , in coor- 
dinate polari, trorare le coordinate del loro punto d’ intersezione. 

Stono rsen «-a,) = d, , rsen (« — Ojt = d 2 le equazioni delle rette 
date; le coordinate del loro punto d’intersezione saranno: 

tan u = 

rfjCosoj-rfjCosa, ’ 

r _ \ d* +d\ — rf,rfjC0S(a t — a a ) 2 

sen (a, — a,) sen (a, — a, i 

essendo 5 la distanza fra i piedi delle perpendicolari menate 
dal polo sulle rette date. 

135. Problema VI. — Date le coordinate d’ un punto e l’equa- 
zione d’una retta , in coordinato polari, trovare l' espressione 
delia distanza del punto dalla retta. 

Sieno (a,r,) il punto ed rscn(w -ai d la retta data. La chie- 
sta espressione sarà: 

7 > =±[r f cos(w, a) d\. 
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CAPITOLO IV. 

Applicazioni delle forinole relative alla retta. 

136. Rapporto an armonico kd armonico di quattro punti 
in linea retta. — Sappiamo [E. G. p. p. n.° 528) che se P„P t ,P 4 ,P t 
sono quattro punti d’una retta l’espressione 

(P3P1 : PjP «) 1 (P*P i : P«Pj) 

si chiama rapporto anarmonico di quei quattro punti; dei 
quali P, e Pj, o P, e P, si chiamano coniugati. E sicco- 
me i 8emmenti d’ una stessa retta sono proporzionali alle dif- 
ferenze delle ascisse o delle ordinato de’ rispettivi estremi; così) 
dinotando con x, ,x t ,x 3 ,x 4 le ascisse rettilinee dei punti P,,P,, 
P 3 ,P 4 rispetto a un sistema qualunque di assi, il rapporto anar- 
monico di questi punti sarà dinotato così: 

x 4 x* 


( 1 ) 


137. Questo rapporto si dice armonico quando è = — 1; 
laonde il rapporto armonico de’ quattro punti x, ,x } ,x 3 ,x t (*) 
è dinotato da una qualunque dello seguenti eguaglianze: 


( 2 ) 


-.r, ,r. — .t, 


X. - X, 


'=- 1 , 

x t ~x. 


X* OC, 


^- = 0 , 

x,-x. 


(3) T,X t ~ ’(x,+ X, ) (.X 3 + X 4 ) + X 3 x t — 0. 

Quest’equazione è simmetrica rispetto alle due coppie (x,.r t ), 
x 3 x 4 ), e però una proprietà che da essa si ricava per una cop- 
pia vale anche per l’altra. Ora dalla (3) si ricava: 


( 4 ) 


x.x,- 


(x, + Xj) x 3 + [x 3 - ; (x, + x,l] X, = 0 , 


o da ciò si vede che per x 3 = |(x, +Xj) si à x 4 = oc; quindi se 
un punto (Xj) d’ una coppia cade nel mezzo di quelli dell’altra, 
il suo coniugato (x,) passa all’ infinito. Rimovendosi quel pri- 
mo punto x 3 da quella posizione media per accostarsi a uno 
degli altri due coniugati x, o x,, il coniugato x 4 di x 3 s’ac- 
costerà similmente a uno dc’due .r 3 o .r,; e quando x 3 coin- 
cide con x, o con x,, parimente x 4 coinciderà con x, o con x, 
come vedesi dalla (3i. 


(*) Indichiamo così quattro punti d' una retta che ànno per rispet- 
tivo ascisse x, , ac, , ar, , x 4> qualunque sia la posizione della retta ri- 
spetto agli assi. 

Rubini — Geom. Analitica. 3 
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138. Sieno ir' c x" due altri punti, e poniamo che n’abbia 
l’equazione: 

(5) x'x" - 1 [ut + x") (x, + x t ) + Xj.r, = 0, 

che indica essere armonici i quattro punti x l ,x",x 3 ,x i . Po- 
nendo x 3 + x t = a, Xj.r i — b, le equazioni (3) e (5) determineranno 
linearmente i valori di a e b in funzione di X,, ij, c 
perù se questi punti son dati, potremo determinare pii altri 
due x 3 ,x,; perchè essendo la somma di queste ascisse a, o il 
loro prodotto b, le x 3 ,x, saranno le radici dell’equazione qua- 
dratica z 1 — bz-i-a — 0. li secondo che le radici di quest’equa- 
zione sono reali o immaginarie, i due punti x 3 ,x t saranno an- 
eli’ essi reali o immaginarli. Pertanto, date due coppie di punti, 
si può sempre avere una tersa coppia (reale o immaginaria), e 
soltanto una , la quale sia armonica con ciascuna delle date. 

139. Involuzione di sei punti che stanno in una retta. — 
Se le' coppie dato fossero tre (.r,:r,) , [x'x") , (x"'x lv ), e si volesse de- 
terminare una quarta coppia armonica con ciascuna di quelle 
tre, il problema risulta indeterminato; perchè alle condizioni (3) 
e (5) bisogna aggiunger l’altra: 

(6) x"'x ,v — 4 (x'"tX , v ) (x s + Xji + x 3 x 4 — 0 , 

c intanto le ignote son tuttavia due, cioè x 3 -Kr t e x 3 .r, ; onde 
in questo caso vi è un’ equazione di condizione, che è il de- 
terminante delle (3), (5) e (6), considerandovi x, +x, ,x,x t come 
due ignote; vale a dire è: 


(?) 


1 X | —f- .Tj X, X , I 

1 x' + x" x' x" 

1 x"'+x ,v x"'x ,V 


= 0 . 


Pertanto, verificata questa condizione fra le tre coppie di 
punti (x,x,),(xV'),(x"'x ,v ), sarà possibile trovare una quarta 
coppia (XjX,ì, che sia armonica con ciascuna delle tre date: iu 
questo caso si dice che le tre coppie date formano un’ invo- 
luzione. 

Questa quarta coppia si determinerà per mezzo di due qua- 
lunque delle equazioni (3), (5), (6) e deU’equazione quadratica 
c i —az + 6~0, come al §. precedente. 

Si vede inoltre che per fissare l’ involuzione, basta degli otto 
punti che devono formarla, darne solamente cinque. In fatti se 
x,,.Tj,x',x",x'" sono questi punti, il coniugato di x'" cioè x ,v 
sarà determinato dall’ equazione di condizione (7i; c quindi si 
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procederà alla determinazione della quarta coppia, come qui 
innanzi b stato spiegato. 

E qui giova notare che potendo supporre uno de’ punti dati 
sull’asso delle y, cosi supposto esser questo il punto x"' , si 
porrà x'"—0 nella (7), la quale, messo per semplicità, 
r t +x t -2a, x,x t - r ^, x 1 +x"-2a' , x'x"=2'*. 


a'2* — aS' 1 

dà subito x ,v — 2— — r - ; e già si vede che a, a' dinotano i 
r — r 

punti medii delle duo coppie (x,x t ) e (x'x"); e 2, 2' sono le ri- 
spettive medie geometriche fra x,,x, o x',x". 

140. So la coppia (x'x") coincido in un punto unico x 3 , c 
l’altra (x"'x ,v ) in un altro punto unico x,, allora la (7) postovi 
x' = x"=x s ,x"'=x ,v =x, ) divieno la (3), e perciò la coppia (x t x t ) 
è armonica con l’altra (XjX,). Laonde se di tre coppie di punti 
in involtinone una ridncesi ad un punto, e una seconda si riduce 
egualmente a un altro punto; questi due punti saranno armo- 
nici con la terza coppia. 

141. L’equazione (7) rispetto a x,,x s è della forma: 

x,x t -\-A (x,+x,)+.ff = 0; 

onde se la stessa coppia (x,x t ) dev’essere in involuzione con 
due altre coppie diverse dalle due (x'x"),(x'"x iv ), avremo un’al- 
tra equazione della stessa forma della precedente cioè: 


x,Xj + A’ (x, + Xj) ~B'- 0 , 


ondo potremo da queste due equazioni dedurre linearmente 
x, +Xj = a,x,x t — b, il che condurrà, come al §. 138 a un’equa- 
zione z* — az + b = 0, e ne conchiuderemo analogamente che è 
sempre possibile trovare sopra una retta una coppia di punti 
che formi involuzione con due coppie date, e con due altre cop- 
pie anche date sulla stessa retta. 

142. Rette omografiche. — Tornando al rapporto anarmo 
nico (1), supponiamo il punto x 3 preso dovunque sulla retta fr) 
do’ quattro punti, e poniamo .r, — x,— b,x 3 x t —b',x i .r s = x; iti 
tal modo il doppio rapporto (1) può essere scritto cosi: 


b x+ 

b'' X-rb 


In questa formola b.b', x dinotano rispettivamente le distanze 
dc’due punti coniugati b,b' c del punto variabile x dal pun- 
to Xj, che dinoteremo con a. 

Immaginiamo una seconda retta [fì\ c su questa presi do- 
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vunque un punto fisso A, due altri punti B,B' ad arbitrio, 
c un punto variabile A'; avremo per questa seconda retta una 
forinola analoga alla (8), cioè: 


(9) 


B X+B' 
B' ' X + B' 


Ora se poniamo l’eguaglianza: 


( 10 ) 


b a :+b' B X + B' 
b'" x+b ~ B r X+B ’ 


potrem sempre per mezzo di essa, dati guaterò punti a,b,b',x 
sulla retta (r), e presi tre punti A , B , B' sulla (R), determinare su 
questa un quarto punto X, in guisa che il rapporto anarmonico di 
questi quattro punti sia eguale a quello de’ quattro presi sulla (r). 
143. La (10) può benanche essere scritta così: 

(11) xX 4-Xx + jjlX 4 v— 0 , 

in cui le costanti A, ja,v sono funzione delle b,b', B,B', e quindi 
dipendono dalla posizione de’ punti a,b ,b ' , A ,B , B'. 

Ad ogni punto x della retta {r) corrisponderà un punto X, 
e uno soltanto, della retta (R) ; questi punti si dicono corri- 
spondenti, o pure omologhi. Di più la stessa (11) indica 
che il rapporto anarmonico di quattro punti qualunque della 
prima retta è uguale a quello dei quattro corrispondenti della se- 
conda. In fatti chiamando x' ,x" ,x'" ,x n le ascisse de’primi quat- 
tro punti, e A", A''',A'"',X IV quelle de’ secondi, avremo secon- 
do la (11): 

(, x' X’ +lx' +\lX' -rv^0, x u X" -\'kx" +pX" 4v— 0, 
(«) i a;'"Z"'-t-Lr"'-f p.X"'+v-0 , ar ,v X ,v +Xa; IV +iJ.X ,v +v=0 ; 
quindi sottraendo le prime due s’|ottiene: 

x'X'-~x"X"+\[x'—x") + p(X'-X") -0 , 
e aggiungendo x"X'— x"X' al primo membro, risulta: 

(X+ X') (af-#") =- (Jt (-*") (X'-X"). 

Al modo stesso dalla prima c terza, dalla quarta e seconda, c 
dalla quarta e terza dello (a) si trae: 

(X+X' ){x' — x"')=-([M-x"')(X' -A'"'), 

(X+X ,v ) (x'v_x" )=- (ii+x' ) (A‘V-.r ) , 

(X+X") (^ v -j/")=-(iH-®"') (A' ,v — X'") , 
e quindi da cotesto equazioni s’ottiene: 

x'-x" . a'V-x" X'—X" . X ,v — A'" _ , , 
x'-x"’ ' x'V-x"' " X'-X"' : X' v -X"' ’ b ' 


144. Le due rette (r),[R) che son tali, che a quattro punti 
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qualunque della prima corrispondono quattro punti nella seconda, 
talmente che il rapporto anarmonico de’ primi è uguale a quello 
de’ secondi, si dicono divise omograficamente, o che sono 
omografiche. 

L’equazione che ne esprimo l’omografia è la (11); le cui co- 
stanti, come abbiam veduto (§. 142), dipendono da un deter- 
minato numero di punti presi sopra una delle rotte, c altret- 
tanti punti corrispondenti sulla seconda. Dal valore di dette 
costanti dipende la particolare forma (so così voglia dirsi) della 
divisione omografica; esse agevolmente si determinano osser- 
vando, che se si pone x — oo ( punto all’i ufi n i to) c si dinota 
con X ( il corrispondente punto 2', si àX = — X,; c similmente 
per X—oo, si à \l= — x t . Finalmente, posto x=0 , o pure X— 0, 
c dinotando con X 0 ,.r 0 i corrispondenti valori di 2' e di x, si 
à jiX # =— v,Xx # =— v , o pure, rimettendo per X o pi i prece- 
denti valori , v =X 0 x i = x 0 X r Laonde la (11) prende la forma: 

(12) xX~X,x-x,X+x o X t =0. 

In ogni caso, date due rette (r), [R e sia la (r) divisa ne’ punti 
a,b,V ,m,m’ , ec., si può dividere l’altra omograficamente alla 
prima. Infatti presi dovunque sulla (R) tre punti A , li ,B’ che 
si suppongono omologhi di a,b,b'; avremo tre coppie di punti 
noti (a,A),{b,B),[b',B'), che debbono sodisfare alla (11); quindi 
si anno tre equazioni per determinare le tre ignote X , ;x , v , e così 
resterà assegnata l’equazione, mercè la quale potremo deter- 
minare sulla retta ( R ) quanti si voglian punti omologhi a quelli 
della retta (r). 

So le origini dello coordinate nelle due rette sono due punti 
omologhi e si fanno conincidere, allora x 0 —X„— 0, e il ter- 
mine noto v = 0. 

145. Se si fanno coincidere due punti omologhi di due rette 
omografiche , la congiuugente di qualunque altra coppia di punti 
omologhi andrà a passare per uno stesso punto. 

In fatti prendiamo lo rette date per assi delle coordinate o 
il loro punto di concorso per origine. Dinotando con x, l’ascissa 
d’ un punto dell’asse OX, e con j /, l’ordinata del punto omo- 
logo sull’asse OY, l’ equazione di questa retta sarà (§. 103) 
x ty = y%[tB— x,), ma nel tempo stesso l’equazione dell’omogra- 
fia (11) si riduco ad xX+Xx+|iX=0 (§. prcc.): questa, per ipo- 
tesi, dev’ esser verificata per x—x. y e X=t/, , quindi sarà: 
• r «!/|-tXx, [li/,-0, da cui si trae x t !/,=-Xx,-[Aì/, , 
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sostituendo questo valore nella precedente equazione della retta, 
8’ ottiene ar, (y+X)=— y, (x+g) ; ovcro, ponendo per X e g i loro 
valori— y t , — x n si à x t [y— yj =— y t (x - x,) , e quest’equazione 
rappresenta una retta che passa costantemente pel punto d’in- 
tersezione delle due rette x = x n y — y t , qualunque sia la coppia 
de’ punti omologhi (x, ,)/,), c. s. d. d. 

146. Risulta da questa stessa dimostrazione, che il punto di 
concorso delle varie congiungenti si determina menando pel 
punto cho in una delle rette corrisponde al punto all’infinito 
dell’altra una parallela a questa: l’incontro delle due parallele 
sarà il punto richiesto. 

147. Se nell’equazione (11) si pone risulta: 

(13) a’*-f(X-t-g)a;-t-v— 0, 

c quest’equazione determinerà su ciascuna retta (r),(2?) duo 
punti reali o immaginarli, ognun de’quali disterà dall’origine 
dei semmenti 0, per quanto il suo omologo sull’altra retta dista 
dall’origine 0,. E però se le due rette si fanno coincidere in 
modo che 0 cada su 0,, i detti due punti della prima retta 
coincideranno coi loro omologhi sulla seconda. Ora le origini 
0 e 0, sono arbitrarie, quindi in due rette omografiche, vi sa- 
ran sempre sopra una due punti che andranno a coincidere coi 
loro omologhi sull’altra, quando le rette si fan coincidere. Ciò 
si esprime diversamente dicendo che in due divisioni omogra- 
fiche sopra una stessa retta, vi sono due punti (reali o imma- 
ginarli) ciascuno de’quali, considerato come appartenente ad una 
divisione, è esso stesso l’omologo nell’altra. Ognuno di essi si 
chiama punto doppio; essi coincidono, quando le radici della 
(13) diventano uguali. 

Questi punti doppii possono essere agevolmente determinati; 
imperocché, dinotando con I il punto d’ una di visiono che cor- 
risponde al punto all’infinito dell’altra, e con I, quello di que- 
sta che corrisponde al punto all’infinito della prima; e suppo- 
nendo cho l’origino comune dei semmenti delle duo divisioni 
sia il punto 0 medio di II,; allora sarà 01 =— 01, , c sarà pure 
X=— 01 , g=— 01, =01 (§. 138), ondo X + g = 0: inoltre so O' è il 
punto che nella seconda divisione corrisponde al punto 0, consi- 
derato come appartenente alla prima, sarà v=00'.0I,=00'.0I; 
quindi l’equazione (13) diviene x*=00'.0I, e ci mostra che per 
trovare i punti doppii, eonvien costruire una media proporzio- 
nalo tra 00' e 01. 


* 
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148. Se si pone X=jt nella stessa (11) si à: 

(14) x A+X(x+.Y) t-v=0 , o puro x .V - .V, (x kY) f-x # A’ t -= 0 ; 

quest’equazione è verificata tanto dal sistema x=x, ,A=.Y,, 
quanto dall’altro x— A,,A==x,, e però se si ànno due divisioni 
omografiche ìd una retta, ed x è un punto della prima divi- 
sione ed X l’omologo nella seconda; considerando x come ap- 
partenente alla seconda divisione, sarà X il punto omologo nella 
prima. Questa particolare forma di divisione omografica si dice 
in involuzione; e la ragione è che chiamando (x, A’,) ,x,A,!, 
(Xj.Vj) tre coppie qualunque di punti corrispondenti si ànno le 
tre equazioni: 

x,.Y I f>.(.r l .Y l )+v-0, x,.¥,-t-X(.r t +.Y,) +v- 0, x 3 .Y,+X(jj-t- Y 3 )+v-0 , 
dalle quali eliminando X e p si trae l’equazione (7) che indica 
essere le tre suddetto coppie in involuzione. 

Come si vede dalla stessa (14) il coefficiente X, preso col se- 
gno cambiato, è il valore di A' corrispondente ad x=oo , o quello 
di x corrispondente ad .Y-», per modo che detto coefficiente, 
indipendentemente dal segno, rappresenta la distanza (dall’ori- 
gine dc’scmmenti) del punto che in una divisione corrisponde 
al punto all’infinito dell’altra. Similmente il termine noto v, 
anche col segno mutato, è il prodotto di X pel vaierò di A' cor- 
rispondente ad x — 0, o per quello di r, corrispondente ad A’-0. 
Laonde se si ànno due divisioni omografiche , e dalie loro equa- 
zione risulta lo stesso valore per uno qualunque de’ semmenti , 
quando l’altro si pone oc , le due divisioni sono in involuzione. 

149. Posti nella (14) invece di X e v i‘ loro valori — x,- e .Y 0 x f 
(§• I 44 )» si à: 

xX-x,(x t-.Y) l-AVr^O; 

ora portando l’origine nel punto x,-, e perciò ponendo x +x i 
0 X+Xf invece di x e X, s’ottiene xA’ = (x f — .YJx, ; onde nella 
divisione omografica in involuzione vi è un punto tale che il 
prodotto delle sue distanze da due punti corrispondenti qualun- 
que è costante; questo punto si chiama centro dell’ involu- 
zione (F. G. p. p. n.° 570). 

150. Rapporto anahmonico d’cn fascio di quattro rkt- 
tk. — Come si è dimostrato in Geometria (p. p. n." 526) se un fa- 
scio di quattro rette OA,OP,OP\OA', di cui 

\ A. 

^ O ò il centro, è tagliato da una trasversale 
- 'v' qualunque AA' il doppio rapporto {AI’. Al* : 
~ _ A (A'P.A'P'Ì i costante: esso si chiama rap- 
' porto anarmonico del fascio , ed è uguale a 
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quello de’ quattro punti d’ intersezione A , P,P ,A'\ e se A, A' 
jo P,P') sono punti coniugati, in corrispondenza sono rette 
coniugate o raggi coniugati OA,OA' (o OP,OP'). Posto ciò, 
poniamo AOP — a, AOP' — a', A'OP = £,A'OP' = £', e avremo dai 
triangoli AOP , AOP', A'OP , A'OP': 

APsonA PO^AOsena , A P'senA P'O— A Osena', 
A'PsenA'PO— À'OscnjJ, A'P'senA'P'0=A'0sen£' , 
quindi osservando che gli angoli APO e A'PO sono supple- 
mentari , come ancora AP'O.A'P'O, ne viene: 

AP: AP' _ sena: sena' 

' ° A'P : A'P' — scn£ : sen£' — 

ove k dinota una costante. Pi se H = — 1, il fascio 0 si dice 
armonico, o vero che la coppia di raggi AP,AP', fc armo- 
nica con l’altra A'P, A'P'. 

151. Posto ciò, abbiansi due fasci (0),(0'), e si meni nel 
primo una segante qualunque (R\ enei secondo un’altra qua- 
lunque segante (It') ; se queste seganti restano omograficamen- 
te divise dai raggi rispettivi dei fasci , il rapporto anarmo-' 
nico di quattro raggi qualunque del primo fascio sarà eguale 
a quello de’ quattro raggi omologhi del secondo (§. prec.); tali 
fasci si dicono omografici. 

Per trovare l’equazione dell’omografia di due fasci, siano 0,0' 
0 B o' r’ i loro centri; OAfOB due ret- 

AT rc- te fisse, e OM un raggio qua- 

/ \ \ lunque del primo; e 0'A',0'B' 


A/ A'I A) A due altro retto fisse e ON un 

/ \ i \ raggio del secondo, omologo 

ad OM. Per un punto qua- 
lunque A si meni la trasversale A M parallela ad OB, c per un 
altro punto qualunque A' si meni la trasversale A'N paral- 
lele ad O'B'. Sarà, per ipotesi, c secondo la formola (11). 

(16) AM.A'N+UM+pA'N+v=0; 

ma ponendo angolo M0A=9, MOB=<{i, NO'A'=^',NO'B'=ij<', si à 

AM— OA - — |-,A'N=0'A' — quindi sostituendo, dividendo 
scntj) seni}»' 1 

per OA.O'A', c ponendo le costanti 


OA.O'A' ’ OA.O'A' ’ OA.O'A' 
e le variabili scn^isen-^a^en^': senati, s’avrà: 
(17) «r f hi i mv t » — 0, 
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dio è l’equazione dell’ omografia de’ due fasci; e la forma di 
quest’omografia sani determinata, assegnando i valori dello co- 
stanti arbitrarie come al §. 144; cioè ponendo «■=*, 

e dinotando con v- il corrispondente valore di v, si à f— — z> ( ; 
similmente ponendo v — oo , e chiamando ie i il corrispondente va- 
lore di v, si à »» = — «,.; e finalmente ponendo «=0 , o chia- 
mando v 0 il corrispondente valore di r, o pure r=0 c chia- 
mando « 0 il corrispondente valore di «, si à = u i u of e 

la (17) diviene: 

(18) ut — V'K-ur l-« u c 4 -0. 

152. Se le duo rette OA,OB sono fisse ed ortogonali, non 
che le altre due 0'A',0'B', allora w=tan?, r = tan:?', e quindi 
l’equazione dell’ omografia in questo caso è: 

(13) tan^ tana' -t- /tanj }- ni tan?' + n — 0. 

153. Se due fasci (0],(0') sono tali che i raggi omologhi, a 
due a due, s’ incontrano sopra una stessa retta, som omogra- 
fici. Imperocché quella retta è una trasversale comune omogra- 
fica con ciascuno dei fasci , c quindi questi sono omografici 
tra loro. In questo caso è chiaro che la conginngentc i centri 
0,0' è la riunione di due raggi omologhi, ed è per ciò detta 
raggio comune. 

154. Reciprocamente, se due fasci (0),(0') son tali che la con- 
ti giungente 00' de’ due centri è un raggio 

comune, i rimanenti raggi omologhi si 
tagliano, a due a due , sopra una stessa 
retta. In effetti, sieno B il punto d’in- 
contro di due raggi omologhi, e C quello 
' di due altri raggi parimente omologhi: 
si congiunga BC, che incontri in A il raggio comune, o se 
questa «ingiungente non passa per l’intersezione D d’una terza 
coppia di raggi omologhi dovrà incontrarne uno in un punto 
1)', e l’altro in un punto D" diverso dal primo; e poiché i fa- 
sci sono omografici, il rapporto anarmonico de’ quattro punti 
A.B,C,D' dev’essere uguale a quello de’ quattro A,B,C,L>", 
il che non può avvenire se non coincidendo i punti D',D". 

155. Se le due rette arbitrarie OA,OB coincidono rispettiva 
mente con le due anche arbitrarie 0'A',0'B', e supponiamo inol- 
tro che nella (17) sia u-v, avremo l’equazione: 

(20) «*+(J+»»)«+*=0, * 

che determina due raggi (reali o immaginarii), ciascuno dc’qua- 
Rubini — Geom. A nalilica. 13 
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li, considerato come appartenente al primo fascio, è esso stesso 
l’omologo nel secondo: cotesti fasci sono detti doppi i. E quan- 
do le radici della (20) sono reali non solo, ma anche eguali, 
questi raggi sono coincidenti. 

156. Se due fasci concentrici sono tagliati da una trasver- 
sale qualunque, e i punti d’intersezione di questa retta col 
primo fascio formano con quelli d* intersezione col secondo una 
divisione omografica in involuzione, anche i fasci sono in in- 
voluzione; cioè tali, che se R è un raggio del primo fascio ed 
R' il raggio omologo nel secondo, allora, considerato R come 
appartenente al secondo fascio, à per omologo R'nel primo; o 
pure che prendendo tre coppie qualunque di raggi coniugati, si 
può sempre determinare una quarta coppia che sia armonica 
con ciascuna delle tre. Due fasci in involuzione anno due raggi 
doppii, che son quelli che congiungono i punti doppii della 
trasversale col centro comune de’ due fasci. Questi raggi doppii 
possono essere reali e distinti, o coincidenti, o puro immagi- 
narii. L’equazione di due divisioni omografiche in involuzione 
si à ponendo nella (17) l=n, ondo è: 

(21) MP + f(tt+») + »=0, 

c l’ equazione che dà i raggi doppii è 4 2/u 1 » ~ 0. 

157. Postoatcos^+i/sensp- p~A u , arcos^'fyscn^' ]>'- A,, saranno: 

(22) A„ = 0, zl,=0 
le equazioni di due rette, e l’equazione: 

23) A a - ^ A,-0, o pure A o -hA r 0, (A= J) 

sarà quella d’ un’ altra retta clic passa per lo stesso punto d’in- 
tersezione delle due (22’ (§. 58); e le distanze d’ un punto qua- 
lunque della (23) dalle (22) saranno nel rapporto a 0 : , o vero li. 

Ora se dinotiamo semplicemente con A t — 0 la (23) è facile scor- 
gere che A = « 0 :a,=8en(ylj,4 0 ):8cn(^lj,J l ) (•). 

Indi se A % —A 0 — 1:A X = 0 è l’equazione d’ un’ altra retta, sarà 
pure ^ = sen(^l 3 ,^l„) iscnf^ljjyl,), e le quattro rette: 

(24) A u —0, A,=0, A 0 -kA t = 0, A„-kA t =0 

formeranno un fascio , il cui rapporto anarmonicn sarà h : k 

(*) Con la segnatura (A m ,A n ) intendiamo rappresentare l’angolo 
dello duo retto d„ ( = 0 , = 0. 
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(§. 150). E se h = — k, il rapporto h:k—— 1, e il fascio è ar 
monico. Laonde le quattro rette: 

(25) 4,-0, -1, = 0, 4,-4 = 0, A u + A, —0 

formano un fascio armonico. La terza di queste rette bisega 
l’angolo delle prime due, e la quarta bisega l’ angolo supple- 
mentare (§. 127). 

158. So l’cquaziono della prima retta 6 data sotto la forma 
Ax + By+ C—0, e si rappresenta con V 0 il primo membro; e 
se analogamente si fa jier la seconda, in modo che le quattro 
retto del fascio sieno: 


(26) F 0 — 0, F.-0, V 0 —h F,=0, F 0 -fcF,= 0, 

il rapporto anarmonico sarà tuttavia h : k ; imperocché (§. 93) 
g „V 0 -A U , e pi, V t =A , , essendo g 0 ,g, due coeilicionti costanti; 
ondo le (26) divengono: 

,i„-o, 4=0, 4-;’U4=o, 4- £1*4=0, 

1*0 I X 0 

c avendo la forma ;24 , il rapporto anarmonico è --A : --li — li : h. 
' 1 Ri Ri 

159. Finalmente se le equazioni delle quattro rette son date 
sotto la forma più generale seguente : 

(27) U m -\U t =0,. ff.-gtf.-O, U u -l t U t - 0, U„ g,£T,=0, 

in cui le U rappresentano funzioni lineari a duo variabili, si 
porrà U 0 — ÌU t — V 0 , U u gfr',- V,, c ricavati i valori di U 0 o U, 
da queste equazioni e sostituitili nelle ultime due (27), quel 
sistema di equazioni diviene: 

V o -0, F,=-0, V - F, 0, 

g~A, u g-g, 1 

e questo sistema essendo della stessa forma del precedente \26), 
cosi il rapporto anarmonico delle (27) è: 

(28) ^ 

R~4 R-R i 

160. Dimostrazione di alcuni teoukmi, f. risoluzione di 
alquanti problemi. — La Geometria analitica à il pregio di 
risolvere una questione geometrica non a tentoni, ma seguen- 
do norme sicure: cosi nella risoluzione de’ problemi può tenersi 
la seguente regola: « si prendano per incognite le coordinato 
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« di quel punto, quella retta, quell’ angolo, ec., che so fosse- 
« ro dati, sarebbero determinate tutte le altre parti che entra- 
li no nella questione; si esprimano queste in funzione delle in- 
« cognite, lo che riesce sempre facile, osservando per qual ra- 
« gionc restano esse assegnate, e indicando col linguaggio al- 
« gebrico le condizioni del problema, resterà messo in cqua- 
« zionc; o pure: 

« Presa per incognita quella retta, ce., che, so fosse data, 

« sarebbe risoluto il problema, cioè si potrebbe verificare se le 
« condizioni si avverino, si traducano in linguaggio algebrico 
« tutte le ojicrazioni grafiche clic si dovrebbero fare, ed capri- 
li mondo che l’ultima condizione sia verificata, verrà a porsi 
« il problema in equazione. (Padula , Raccolta di problemi geo- 
« metrici., cc.) 

Quanto ai teoremi è da notare che essi d’ordinario riman- 
gono indirettamente dimostrati , mercè taluno equazioni cui dà 
luogo la risoluzione d’uu problema. Pure so si volesse diret- 
tamente dimostrare un teorema, basterà, in generale, trovare 
le espressioni algebriche di quegli elementi clic entrano nella 
composizione del teorema, e mostrare che soddisfanno le con- 
dizioni nella proposizione euunziate. 

In ambi i casi convien sempre, conforme al metodo, stabi- 
lire un sistema di coordinate, a cui riferire tutti gli elementi 
noti e incogniti della questione; e intorno a ciò non si può 
darò altra regola generale che quella di fare tale scelta di coor- 
dinate, da risultarne forinole ed equazioni della più semplice 
forma che si possa, se non per tutti, almeno per la più gran 
parte degli elementi della questione. I)a una buona scelta di 
coordinate il più delle volte dipende un’elegante composizio- 
ne d’un problema, o una più concisa dimostrazione d’un teo- 
rema; e a chi volesse esercitarsi nella risoluzione di tali que- 
stioni non sapremmo abbastanza raccomandare due Opere pre- 
giatissime, cioè la nominata Raccolta di problemi geometrici , 
cc., e gli Sviluppi di geometria analitica (Analilysch-gcometri- 
sche Enticicklungen) del distinto Prof. Plùckeb. Pertanto co- 
minceremo dal dimostrare direttamente pochi teoremi, per quin- 
di passare alla risoluzione de’ problemi. 

161. Teorema. — hi ogni triangolo le tre perpendicolari con- 
dotte dai vertici su i lati rispettivamente opposti , si tagliano 
in vii medesimo punto. 
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Sia ABC un triangolo qualunque: per dimostrare il teorema 
bisognerà trovare le equazioni delle tre perpendi- 
colari, c far quindi vedere che le coordinate del 
\B punto d’intersezione di due qualunque di esso sono 
le stesse che quelle del punto d’intersezione d’una 
"jjtX di queste duo con la terza. E però si prenda per 
asse positivo delle y la direzione della perpendicolare DA, con- 
dotta dal vertice A sul lato CB, e per asso positivo delle x la 
direzione DB. Si chiamino s,s' i valori numerici de’scmmenti 
DB,DC, c dinoti p la perpendicolare DA. In questo modo le 
equazioni de’tre lati AB,BC, CA saranno rispettivamente (§. 87): 

7 + 7 = 1 ’ , 2 ) „ = 0 , ( 3 ) f 

c quelle delle rispettivo perpendicolari CF,AD,BE saranno: 


( 1 ) 


- 7 -»- 


(4) py=s(x+s'} 


(5' or = 0, (6) py=-s'[xs). 


Posto ciò, lo coordinate del punto d’intersezione delle prime 
due di queste rette, o di quello delle rette [3) e ^6) sono a:— 0, 
ss' 

P 


y =— (§ 


106 ; quindi il teorema resta dimostrato. 


Più speditamente si dimostra questo teorema, osservando 
che se la (4) s’addiziona con la (5) moltiplicata j>er s + s', e 
con la (6) moltiplicata per — 1, si à identicamente 0=0, o quin- 
di (§. 123) quelle tre rette si tagliano in uno stesso punto. 

162. Teobema. — Le tre bisettrici de’ iati di qualsitoglia 
triangolo si tagliano in uno stesso punto. 

Sia ABC un qualunque triangolo, e supposto che sieno I) , E, F 
i punti inedii de’lati del triangolo, bisognerà tro- 
vare le equazioni delle tre bisettrici AI),BE,CF. 
Per ciò prenderemo D per origine delle coordi- 
nate, DX per asse positivo delle x , e DY, coin- 
cidente in direziono con la bisettrice DA, per 
C li B X assc positivo delle y; e ponendo BC-2<z,DA- fl, 
le coordinato di A saranno (0,à), quello di B («,0), quelle di 
C ( — a,0); e per conseguenza quello di F, punto medio di AB, 
saranno b), c quelle di E, medio di AC saranno (— 
onde le equazioni delle tre bisettrici A D,BE,CF saranno in 
ordine 





3« 


e combinando la prima sia con la seconda o pure con la terza 
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si trova in entrambi i casi clic il punto d’intersezione è lo 
stesso , e à per coordinate (0 , J b) , onde si trova al terzo di 
AD, partendo da D. Il teorema quindi rimane dimostrato. 
Anche qui potrebbesi moltiplicare la prima delle precedenti 


equazioni per 


2fl 
3 a 


, addizionarla con la terza, e sottrarre dalla 


somma la seconda, con che si giunge a un’equazione identi- 
ca, e perù le tre rette s’incontrano in uno stesso punto. 

O puro dinotando con A,=0,A t = 0,A 3 =0 Inequazioni dei 
tre lati riferiti a duo assi qualunque , la cui origine sia ncl- 
l’ interno del triangolo, le tre biseganti avranno per equazioni: 




A | — .1, - 0 , .lj-dj-0, /lj — ^1| — 0, 


o jierciù passano per lo stesso punto, perchè la somma di que- 
ste equazioni è un’ identità. 

163. So invece delle (7) si prendono le seguenti equazioni: 
(^, j ./l i -f = 0 , 0, dj t -4, = 0 


queste rappresenteranno le biseganti degli angoli esterni; e ben 
si vede come sottraendo due delle (8) e alla differenza aggiun- 
gendo una delle (7), c propriamente quella che non contiene 
lo stesse lettere che sono nelle procedenti due; o pure pren- 
dendo lo primo due dalle (7) e la terza dalle (8) si à un’ iden- 
tità; ondo le biseganti di due angoli esterni e quelle del terzo 
angolo interno si tagliano in uno stesso punto; o pure la lise 
gante di due angoli interni e quella del terzo esterno si taglia- 
no in uno stesso punto. 

164. Problema. — Dato l’angolo AOX e il punto D, con- 
durre per questo punto una retta MDN in guisa che risulti 
DM:DN = h : k. 

Il problema sarebbe risoluto se fosse noto il punto M; quindi 
presi per assi la OX c la pierpendicolarc OY, 
sieno t,u le coordinate di questo punto, e 
a,b quello del punto D. Per verificare se M 
ò il punto cercato converrà condurre la retta 
DM, cioè scrivere la sua equazione, clic è 


y 


B 


f)c 


M7 


ì> 


X 


la seguente : 


(a) (t- a)[y~b)— (» — £)(x-«) (§ 102j; 

indi calcolarsi le distanze M1),DN, il che richiede clic si sap- 
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piano le coordinato del punto N, anzi la «ola ascissa (§ 109): la 

quale si à ponendo noli’ equazione (a) ;/ — 0, c risulta: 

t — a . 

x— a — ri. 

u — b 

Quest’equazione dà l’ascissa j del punto N, o dà pure la dif 

ferenza delle ascisse de’ punti D ed N, ondo (31,109) 

nx- n—t r r- i — « 

Dei ivl+OT*, 

b-u a-t 

Inoltre DM = (a— t)\Jl +»»*; e poiché per condizione del prò 
blema dev’essere I)M:DN=A:k, avremo: 

a-t — -h — h:U, d’onde si trac: 
b — u 

«a . b(h+k) 


A quest’equazione bisogna aggiunger 1’ .altra « — Xt, che in- 
dica che il punto ( tu) deve stare 'sulla retta OA , che à per 
equazione y— X.r. Pertanto la |b) e la u-).t daranno le coordi- 
nate del punto richiesto, risolvendole algebricamente. Però os- 
serviamo che secondo la (b) il punto M deve staro sulla rotta 
indicata da quell’equazione, la quale è parallela all’ asse delle 
ascisse, c taglia quello delle ordinate a una distanza dall’ori- 
gine terza proporzionale in ordine a k,h+k o b\ laonde so OH 
ò questa terza proporzionale, si menerà BM parallela iul OX, e il 
punto cercato dovrà stare sulla BM; ma devesi pure trovarli 
sulla OA, dunque sarà il loro punto comune M. 

165. Se per condizione del problema avesse dovuto essere 
DMxDN = c*, allora l’equazione del problema invece della (b) 
sarebbe stata la seguente: 




o vero, rimettendo per m il suo valore c sviluppando: 

(c) «)*l=c*(# -b). 

Quest’equazione insieme con l’altra u — \t daranno il chie- 
sto punto (/«). li anche qui si può operare algebricamente po- 
nendo nella (c) il valore di « tratto dall’equazione «—X/, il 
che conduco a un’equazione di 2.° grado in t, e però si avran- 
no due ascisse, e quindi duo punti che risolvono il problema. 
0 pure si può operare geometricamente, costruendo il luogo 
della (c), il quale incontrando la retta OA darà aneli’ esso i me- 
desimi punti richiesti. 
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166. Quando in un problema geometrico il numero delle e- 
quazioni, cui dà luogo, sono tante per quante le ignote, si à 
un determinato numero di soluzioni. Cosi quando in un pro- 
blema si tratta di determinare la posizione d’ un punto mer- 
cè lo sue coordinate x,y, o si anno due equazioni f(x,y) = 0, 
F(jr,i/)=0, la prima di grado in, l’altra di grado n , nè con- 
tengono alcuna costante arbitraria, il problema avrà un de- 
terminato numero di soluzioni; perchè il punto richiesto sarà 
uno qual siasi degli nm punti d’ intersezione di detti luoghi. 
Ma se si à una sola equazione f(.r,iyl=0, allora il punto cer- 
cato sarà uno qualunque di quelli della curva corrispondente. 

Inoltre se avendosi duq. equazioni queste contengono una 
costante arbitraria a, c sono : 

(8) f(x,i/,a) = 0, F(.r,y,a)=:0, 

allora il problema è risoluto da qualunque punto della curva 
che à per equazione quella che si à eliminando a tra le due 
(8) ; imperocché per ogni valore dato arbitrariamente ad a, le 
equazioni (8) determinano uno, o un determinato numero di 
punti che soddisfanno dette equazioni, e quindi, in generale, 
anche il problema ; e però, volendo questi punti, convien con- 
siderare le (8) indipendentemente da ogni valore particolare 
di a, o ciò s’ ottiene eliminando questa quantità da dette equa- 
zioni ; il che conduce a una nuova equazione z (x , y) — 0, rap- 
presentante , in generale, una linea, ogni punto della quale 
può soddisfare egualmente il problema proposto. 

167. Problema. — Date di posizione due rette 0X,0Y e un 
punto P nel loro piano, se da que- 
sto punto si mena una coppia di se- 
ganti PA, PA' s’ avrà un quadri- 
latero AA'B'D : ora, supposto va- 
riar di posizione una delle segan ti, 
si domanda il luogo geometrico del 
punto M, intersezione delle diago- 

X itali del quadrilatero. 

Presi per assi delle coordinate le stesse rette date, chiame- 
remo x 0 , y 0 le coordinate del punto P; t , u quelle del punto 
M, e le equazioni delle due seganti 1 PA, PA' saranno : 

(9) y -y 0 -=a[x-T 0 ), y-y„=m[x-T 0 \ 

essendo a una costante data, ed m una costante arbitraria, in 
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virtù della posiziono arbitraria dalla segante PA'. Da queste 
si ricavano le coordinate de’ punti A,A',B,B', cioè: 


A, j/-0; A', *= OZn-Os, y=0; 

a ìiì 

B, .r— 0, y = y„-ax u ; B',x=0, y=y 0 -mx a ; 


laonde le equazioni delle diagonali BA',B'A saranno rispetti- 
vamente (§ 102): 


y = [*»(*- *o) + vj . y = [ « (* - + y«l . 

y 0 -mx o I/o ar u 

e le coordinate t, « dovranno soddisfare queste due equazio- 
ni (§. 45), onde avremo: 




i/o O 


Ora essendo m una costante arbitraria s’avrà il luogo del pun- 
to M, eliminando ni dalle due precedenti equazioni ;§. prec.); 
il che agevolmente s’ottiene facendo sparire i denominatori, e 
quindi sottraendo i risultamcnti , con che si à: 


110) xjf+ygx=0. 

Quest’equazione del luogo dimandato mostra che esso è una 
retta che passa per l’origine, intersezione delle rette date, e pel 
punto (— Jj/J, che à la stessa ordinata del punto dato P, c l’a- 
scissa eguale ed opposta a quella di questo punto. Laonde si 
à la seguente 

Composizione del problema : si menino pel punto dato P 
due rette PC , PI) parallele alte date; indi si tagli OC— OC, 
e si compia il parallelogrammo CD ; la retta che passa per 0 
e per D sarà il luogo richiesto. 

168. Il punto P e la retta OD prendono rispettivamente i 
nomi di polo e polare rispetto alle rette date OX,OY. Se il 
polo P è fuori dell’ angolo XOY, la polare cade dentro dell’an- 
golo; e se il polo sta dentro (come il punto M) la polare cado 
fuori. In questo secondo caso infatti, le due seganti AMB’, A’MB, 
determinano, come nel caso precedente, un quadrilatero ABB’A' 
il quale à per diagonali le AB,A'B' elio vanno ad incontrarsi 
in P, fuori dell’angolo XOY. 

Inoltre, poiché facendo variare in un rapporto costante le 
il che vuol dire che il punto P percorre la retta OP, 
l’equazione (10) rimane inalterata, cosi tutti i punti di questa 
retta ànno la stessa polare OD; e questa proprietà è reciproca 
fra OP e OD. 

Rubini — Geom. Analitica. 11 
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In fino osserviamo che la retta I’D parallela ad OA' rimane 
divisa per metà dalla OY, quindi le quattro rette OX,OD,OY,OP 
formano un fascio armonico (E. G. p. p. n.° 518), o però la 
PQMR è divisa armonicamente in P,Q,M,R; ma le retto 
PR,OB',OA' sono le tre diagonali del quadrilatero completo 
APA'MA, quindi si à il noto 

Teorema. — In ogni quadrilatero completo una diagonale è 
divisa armonicamente dalle altre due [E. G. p. p. n.° 524). 

CAPITOLO V. 

Del cerchio. 

169. Equazioni diverse del cerchio. — Sia il cen- 

tro e [xy) un punto qualunque della circonferenza d’un cer- 
chio riferito a due assi ortogonali; la distanza fra i due punti 
(x u y 0 ) > (*tf) essendo espressa da 

Vlx-:r o)* + (?-»„)* , 

cosi chiamando r il raggio del cerchio, l’equazione della cir- 
conferenza (che comunemente si dice equazione del cerchio) è: 

(11 i (x-* 0 )*+(y-y 0 )*=r*, o vero 

\ x* + y* - 2.r„.r - 2yj) + x u * + y* - r* = 0 . 
la quale può essere scritta così: 

(2) x i + y t + 2C.v + 2Dy + E=:0, 

essendo C=-X o ,D=—y o ,B=x*+y 0 t -r t . Quindi l’equazione 
del cerchio riferita a due assi ortogonali qualunque, è di 2° 
grado, mancante del termino in xy, e i coefficienti dei quadrati 
delle coordinate sono eguali; divisa l’equazione per questo coef- 
ficiente comune, il coefficiente di x preso col segno mutato è 
il doppio dell’ascissa del centro; il coefficiente di y col segno 
mutato è il doppio dell’ordinata dello stesso centro; e finalmente 
il termine noto ò uguale alla somma de’ quadrati delle coordi- 
nate del centro meno il quadrato del raggio. Cosi l’equazione: 
x*-f !/*— 2 j + 6;/H-6=0 , 

riferita a, due assi rettangolari, rappresenta un cerchio, il cui 
centro è il punto (1,-3), e il raggio = v'1 + 9 — 6 = \'4 = 2. 

Una qualunque delle equazioni (1) e (2) ò la più generalo 
che possa avere un cerchio in coordinate ortogonali. Da una 
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qualunque di esse, e sia la seconda (1) si traggono le seguenti 
equazioni particolari. 

1. ° — Se l'origine è un punto della circonferenza, e ninno' de- 
gli assi passa pel centro, allora x 0 * + 1 / 0 * — r* , e l’equazione del 
cerchio in questo caso è: 

( a ) £* + !/* — 2x u x — 2yjj — 0 , 

(x 0 y 0 ) è il centro del cerchio, o il raggio = ^xf+y*. 

2. ° — Se l’origine è un punto della circonferenza e l’asse 
delle x passa pel centro, allora i/ o =0 ,x 0 — r, e l’ equazione del 
cerchio è: 

(b) x t fy i -2rx = 0, 

il centro à per ascissa r, e quest’ascissa ò pure il raggio. 

3. ° — Se l’origine è un punto della circonferenza e l’asse del- 
le y passa pel centro, allora x o =.0, y o = r, e l’equazione del cer- 
chio è 

le) x t +y*—2ry=0, 

il centro à per ordinata r, e quest’ordinata è pure il raggio. 

4. ® — Finalmente se V origine è il centro, allora x o -y o =0, 
e l’ equazione del cerchio è : 

(d) r* -t y* — r~. 

170. Equazioni d’un cerchio obbligato a passare per 
punti dati. — L’equazione generale (2) del cerchio contiene tre 
costanti D,C,E funzioni delle coordinate del centro e del rag- 
gio; e però la posizione o la grandezza del cerchio dipendono 
dai valori di dette costanti. Reciprocamente questi valori di- 
pendono dalla posizione c grandezza del cerchio, cosi che pos- 
sono avere tali valori che il cerchio soddisfaccia talune con- 
dizioni. Cosi se deve passare per un dato punto (r,y,) dev’essere: 

(3) a-,* + y* + 2 Cx t + 2 Ey, + E=0 (§. 45) ; 

con quest’equazione di condiziono si può eliminare dalla (2) 
una dello costanti C,D,E, poniamo la E, sottraendo la (3) 
dalla (2), c si à l’equazione: 

(4) x t -x t ' + y*-y*-i-2C{x-x l ) + 2D(y-y t )=.0, 

ch’è quella del cerchio che passa pel punto (x,y,), perchè de- 
dotta con la condizione che il cerchio passasse pel detto punto. 
Se il cerchio deve passare per due punti (a-, 1 /,) , (x t y t ) , allora, 
poiché la (4) rappresenta il cerchio che passa pel primo punto, 
cosi perchè passasse pure pel secondo devesi avere: 

(5) x t * ~X,' l +y t *-y t *-\-2C(x t -x t )-\ 2I)(y t - y,) = 0, 
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e con questa condizione potremo eliminare dalla (4) una dello 
due costanti, sia la D , e avremo l’equazione: 

, r< ( (!/»—!/*) (**+!/*) + iUt~y) ( J »*+!/.*) + (i/ !/*) (***+!/**) ) 0 
' 1 \ +2C[(ar t -i,) (iJ-y,)-( ’Jt-yi) (^— a-*)] * 

che è quella del cerchio che passa pei due punti [x ì y t ),(je t y t ). 

Finalmente debba il cerchio passare pe’trc punti (^il/i) , 

(xpjJ. Passando po’ primi due deve avere per equazione la (6), 
e dovendo passare pel terzo, le x t ,y t devono verificare la (6); 
quindi avremo la condizione: 

f (!/,-1 /j) (^ s*+y,*)+(yj-!/*) (J,*-Hji , )+(!/s-!/i) (*i*+y**) l_ 0 
(7J | +2C[(a > t -a: l )(y s -y 1 )-(y t -!/ I )(x,-x l )] 1 

per mezzo della quale possiamo eliminare dalla (6) la costan 
to C; cosi si à un risultamento, che, liberato dal fattore ;/* I/* » 
può esser messo sotto la seguente forma: 

)+y 3 (x -Ij+y (x,-x s 'liy,*-fx, 1 ) / _ 0 

[ > U[y t [x -X t )+y (x,-x,)+y,(x s -:r )](&*+*,*) \ 

{-[y {x i -x t )+y i (x r -x )+y t [x -x, '](&*+*,*) 
ed è questa l’equazione del cerchio che passa pei tre punti (x,y,), 

, (XjJ'j) , o vero del cerchio circoscritto al triangolo che à 
per vertici i detti punti. 

171. Trovate le precedenti equazioni , osserveremo quanto se- 
gue. L’equazione (4) contiene due costanti arbitrarie, e però il 
cerchio da essa rappresentato può essere assoggettato a duo al- 
tre condizioni. Similmente, poiché la (6) contiene una costante 
arbitraria, il cerchio da essa rappresentato può essere assog- 
gettato a un’altra condizione. In questo secondo caso le due 
condizioni soddisfatte sono espresse dallo duo equazioni (3) e (5), 
la seconda delle quali, ponendovi in luogo di C il suo valo- 
re—^, e in luogo di D il suo valore -y 0 , diviene: 

(9) x,* -t* fy,*-y,*-2(af,-a: 1 )x o -2(y I -j/ I ly o =0. 

Cotcsta equazione, quando vi si considerano le .r, ,y, , x t ,y t , 
come quantità date, e le x 0 ,y 0 come variabili, rappresenta una 
retta che passa pel punto [{(x,+x 1 ),j(j/ 1 (-(/j], cioè pel punto 
di mezzo della congiungente i due punti (x t y t ),(x t y t ), ed è 
perpendicolare all’altra retta che à per equazione: 

(x, - x,) ( y - !/,) = - {y, - Vt) (X - X,) , 
e che è la stessa congiungcnte ; quindi abbiamo il noto teo- 
rema: i centri di tutti i cerchi che passano per due punti dati. 
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sono allocati sulla retta che normalmente bisega la congiungente 
i detti punti. 

Finalmente, l’cqnazione (8) non contiene alcun’ arbitraria, 
quindi il cerchio che rappresenta è completamente determinato. 
In questo caso le condizioni vcrifieate sono rappresentate dal- 
le (3), (9) e dall’altra: 

!r 3 t + V* s + + 273i/j + E— 0 , 

la quale sottratta dalla (3) , c sostituitovi — x„ c — y a in luogo 
di C e I), può essere rimpiazzata dalla seguente: 

(10) x, 1 - x* + 1 /,* - y 3 * -2 (x, - x 3 )x 0 - 2 (y, - y 3 ) y 0 =0. 

Posto ciò, dinotando con i tre punti (jr,j/|) ,(-r s y a ) , 

(x 3 y 3 ) , l’equazione (9), considerandovi come variabili lo x u , y 0 , 
rappresenta la normale bisegaute M,M t , e similmente la (10) 
rappresenta la normale bisegaute la M,M 3 ; quindi, come già 
si sapeva, il centro del cerchio è l’intersezione di queste due 
normali; le quali saranno parallele e il centro cadrà all’inlì- 

nito, se abbiasi -1 2 = — — — : or quest’equazione indica che 

Vi- Vi Vt-'J» 

i tre punti dati statino per dritto. Inoltre, sostituendo nella 3) 
in luogo di C,D, E i valori che rappresentano, si à l’equazione 

V + l/i*- 2x 0 x, -2 y 0 y, +x u M y* =r*, 
che dà per r, due valori eguali c di segno contrario; ma non 
si può prenderò che il solo valore numerico , essendo che il rag- 
gio r è considerato in valore assoluto. Per altro il valore di 
questo raggio sarà infinito, se una o entrambe lo coordinate 
x 0 ,y„ sono infinite, vale a dire quando uno de’ punti dati è 
all’ infinito. Pertanto abbiamo il seguente noto teorema ; per 
tre punti dati , non in linea retta , si può sempre far passare 
una circonferenza di cerchio; e non se ne può far passare che 
una sola. Di più quando il raggio è infinito la (1) divisa per x* 
c posto r — ao , riducesi a 1=0, che dinota una retta all’infinito 
(§. 88 , onde possiamo dire che la retta è un cerchio di rag. 
gio infinito. 

172. Segante, tangente e polare d’un cerchio. — Pren- 
dendo per assi due diametri ortogonali, l’equazione del cerchio 
c quella d’una retta qualunque saranno: 

(1) £* + !/*= r* , (2) y=mx+n. 

Eliminando y fra cotesto equazioni, s’ottiene l’altra: 

(3) 1 -f »*) x* t 2 max )■ »* - r* — 0 , 
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che dà le ascisse x',.c" de’ punti d’ incontro della rotta col cer- 
chio; onde una retta incontra un cerchio in due punti reali e 
distinti, o reali e coincidenti, o finalmente immaginarii : nel 
primo caso la retta è segante reale, nel secondo caso si 
chiama tangente, finalmente nclterzo caso è segante im- 
maginaria, nè incontra geometricamente il cerchio. Tutte co- 
teste varietà dipendono dai valori e segni delle costanti r,m,n, 
cioè dalla grandezza del cerchio c dalla sua posizione rispetto 
alla retta , come ora passiamo a vedere. 

173. Sicno M,M' i punti d’intersezione reali, o sarà (30,109) 


Y 

i 


M' 

b- 

V 

8 T ^ 


(4) = 

= i(x'— x"): cosa, 

ìssendo a l’angolo della retta coll’asse 


(5) cosaci: v'1 : »i s , sena--»»: \'l + «»*. 
Or, tenendo presente le (5), la (3) dà: 


- )•* __________ 

x'—j?-— 2 — ■ - — : — -r = (2cosa) *Jr* - cos*a , 

1 


quindi, sostituendo in (4), avremo, a parte il segno, 

(6) MM' = 2\V*— »*cos 1 a . 

•Questa distanza MM'sarà reale, nulla o immaginaria, secondo che 

(7) r>«cosa, r=»cosa, r < a cosa; 

nel primo caso la retta indefinita MM' sarà segante reale, nel 
secondo caso sarà tangente, e nel terzo sarà segante immagi- 
naria. E poiché «cosa dinota la distanza di questa retta dal- 
l’origine delle coordinate, che qui è il centro del cerchio; cosi 
no conchiudiamo la proposiziono: una retta è segante reale . 
tangente, o segante immaginaria d’nn cerchio, secondo che la 
sua distanza dal centro è minore , eguale, o maggiore del rag- 
gio. Nel caso della tangente, l’indicata distanza è lo stesso rag- 
gio che passa pel punto di contatto, e però no deduciamo il 
noto teorema la tangente d' un cerchio è perpendicolare al rag- 
gio , che passa pel punto di contatto. Nel caso poi della segante, 
se OQ rappresenta la sua distanza dal centro, sarà MOQ un trian- 
golo rettangolo in Q, e quindi — — »*C08*a = -J-MM'; laon- 

de avremo l’altro noto teorema: il raggio perpendicolare ad una 
corda la diride per metà. 

174. Supponiamo ora che la retta (2’ passi per un dato punto 
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P(x,y,), e sia p la distanza d’ un punto qualunque (tìj) della 
retta dal punto (x,y,), avremo: x — x, = ?cosa, y — t/, = psena, 
da cui si ricava x=x, 4- p cosa, = 4- psena; e messi questi 

valori nell’equazione (1) y t +x 1 =r t , s’ ottiene: 


( 9 ) 


(8) P* + 2 (x,cosa + j/,sena) p + y* + x,* — r* = 0. 

Quest’equazione dà le distanze del punto P dai punti d’inter- 
sezione M,M' (reali o immaginari!) della retta che passa per P 
col cerchio; e dinotando con p\p" cotesto distanze avremo 
(F. A' A. n.° 343) : 

9 y=y* + x t '-r'. 

Ora questo secondo membro ò indi- 
pendente da a, cioè dalla direzione 
della retta, e à sempre lo stesso va- 
lore, finche la retta passa pel punto 
p(x,i/,); quindi abbiamo il noto teore- 
ma: se da un punto preso nel piano 
d’ un cerchio si mena una retta qua- 
lunque, il rettangolo dei semmenti, 
compresi tra il punto dato e i punti d’intersezione della retta 
con la circonferenza, cioè la potenza del punto rispetto al cer- 
chio è costante [E. G. p. p. n.° 603). 

175. È da osservare che cotesta potenza, rappresentata dal 
secondo membro (9), non è altro che il primo membro dell’e- 
quazione del cerchio (supposto il secondo membro nullo) quan- 
do in luogo delle coordinate variabili si pongon quelle del punto 
dato; e ciò à luogo qualunque sia la posizione del punto P ri- 
spetto al cerchio, come ognuno può verificare; e so ne con- 
chiude che rispetto a due diametri ortogonali presi per assi si à 



(10) x t fj/*— r*>0, ®*+y*— r*=0, x ij r y t -r ì <0, 


secondo che il punto (ry) sta fuori del cerchio, sulla circonfe- 
renza, o dentro del cerchio. 

176. Ab’oiam detto (§. 172) che la segante prende il nome di 
tangente, quando i due punti d’intersezione coincidono; inol- 
tre la tangente è la retta che separa la serie di seganti reali 
da quella delle seganti immaginarie. Ora perchè due punti di- 
stinti divengano coincidenti si può supporre che, uno di ossi 
restando fisso, l’altro si muova sulla circonferenza accostandosi 
continuamente e indefinitamente al primo; il quale perciò può 
intendersi come il limite della posizione variabile dell’altro 
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punto. Quindi è che la tangente in un punto della circonfe- 
renza si dice essere il limite delle posizioni della segante che 
passa por quel punto, e intorno al quale ruota indefinitamente 
per accostarsi alla tangente. 

Volendo intanto l’equazione della tangente, prendiamo quella 
della segante il cerchio ne’ due punti (x'y') , (x"j/"l , la cui equa- 
zione da prima è: 

(11) [x'-* r ',(y-y')=(y'-’fì{T-xr, 

ma poiché dev’essere x'*-f y'*=r*, (§. 45), così sot- 

traendo queste condizioni si trae (x'— x") (x'+x")— —($/'— y") (t /'+»/'), o 
dividendo la (11) per quest’equazione si à l’altra: 

(•) W +y") (y -!/') = - (X' + x") (x - x') , 

la qualo è propriamente quella della segante il cerchio x*+y*— r* 
ne’ due punti (x'i/'),(x";/"). Ora so supponiamo che questi punti 
coincidano, la segante diviene tangente, e la (s) diviene: 

(12) y'(!/-y’)=-x'(x-x'); 
quest’equazione, eseguito le moltiplicazioni, e tenendo presente 
che x'*+ 2 /'*=r 1 , prende la forma: 

(13) i/!/ + x'x = rV 

Pertanto la (12) o la (13) è V equazione delia tangente un cer- 
chio di raggio r, in un punto (x'y'); supposti gli assi delle coor- 
dinate esser due diametri ortogonali. 

177. Se l’origine ò un punto qualunque (x 0 t/ 0 ) l’equazione 
del cerchio è la (1), c quella della tangente in (x'y 1 ) si à dalla 
(13) ponendovi x-x 0 , x'-x 0 , y-y„, y'-y u in luogo di .r,x',iy,y', 
perchè si può supporre gli assi primitivi trasportati parallela- 
mente a sè stessi finché l’origine cada in (.r^yj; ondo è 

(14) (</'-!/„) (>J - 1/ 0 ) + (x' - xj (x - ,t„) = r*. 

Inoltre, in questa stessa ipotesi le formolo (10) divengono: 

( (y-y 0 )*+(x-x 0 )*-r*>o, 

(15) - (!/-i/J , +(x-x„) i -T I =0, 

(!/-y <l ) , +(x-x o ) , -r , <0; 

e indicano rispettivamente che il punto (.ri/) sta fuori del cer- 
chio, sulla circonferenza, o dentro l’area del cerchio. In ogni 
caso il primo membro è la potenza del punto rispetto al cerchio. 

Osserviamo di passaggio che l’equazione del raggio condotto 
pel punto (x'y') il per equazione: 

(16) x'y- \fx. 
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c quindi esso è perpendicolare alla tangente (13) nel punto (x'y'j 
(tj. 113), come già si sapeva. 

178. Nel trovare l’equazione della tangente abbiamo suppo- 
sto dato il punto di contatto, o vero che la tangente debba es- 
ser condotta per un punto dato sulla circonferenza: ora sup- 
porremo che si trattasse di dover menare la tangente per 
un punto qualunque dato (x t y t ); è chiaro elio in questo 
caso ò incognito il punto di contatto. Pertanto se dinotiamo 
con (x'j/') questo punto, o se l’origine ò il centro del cerchio 
l’equazione della tangento in questo punto sarà la (13); e poi- 
ché, per condizione del problema, detta tangente deve passare 
pel punto (X,;/,) dev’essere: 

(17) y'y,+x'x i =r*. 

Nel tempo stesso dev’aver luogo la condizione i/* + x'* = r 5 , poi- 
ché [x'y'j è punto del cerchio, quindi risolvendo queste due 
equazioni otteniamo: 

(18 r * x , »->■* . 

1 i/.Hx , 1 * y ~ r yf+x,* 

mercé queste forinole si possono calcolare numericamente le 
coordinate dell’ ignoto punto di contatto. Ma qui vediamo che 
dovendosi in ambe queste formolo ritenere lo stesso segno, vi 
possono esser due punti di contatto; e quindi si à il noto teo- 
rema: per un putito dato si possati condurre due tangenti al cer- 
chio. Però queste tangenti saranno geometricamente due e di- 
stinte, finché (/,* + x, 1 — r*>0, cioè se il punto dato è fuori del 
cerchio; saranno due coincidenti, o vero una, se y t *4-x,*- -r*— 0, 
cioè se il punto dato è sulla circonferenza; e in fine non vi 
sarà alcuna tangente, se i/, 1 + x,’ —r* < 0, cioè se il punto dato 
è nell’area del cerchio. 

179. Si risolve geometricamente il proposto problema, osser- 
vando che il punto (x'i/'i deve verificare la (17) e la .r '* 1 y' 1 r 1 , 
quindi esso ò l’intersezione delle due linee; 

(19) y t y -XfX—r*, (20) y t ->-x i — r*, 

la prima delle quali è una retta, e la seconda è lo stesso cer- 
chio dato; onde basta costruire soltanto la retta (19) le cui in- 
tersezioni col cerchio saranno, i chiesti punti di contatto. 

E giova notare che questi punti possono assere immagina- 
ri i, ma la retta (19) sarà sempre geometricamente asse 
gnabilc. In effetti essa incontra l’asse OX a una distanza 
Rubini Geom. Analitica. 12 
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dall’origine, e l’asso OY a una distanza r* : t/, ; onde, 
sia il punto dato P esterno o interno 
rispetto al cerchio, basterà prendere 
OA terza proporzionale in ordine al- 
l’ascissa del punto dato e al raggio; 
e OB terza proporzionare in ordine 
' all’ordinata del punto dato e al rag- 
gio: la retta AB sarà quella dell’equa- 
zione (19), c taglierà il cerchio se il 



punto è fuori, perchè allora ,r,>r, c quindi OA = 


x. 


: r: e si 


milmentc OB < r ; per contro cadrà fuori del cerchio, se il punto 
sta dentro: nel primo caso si ànno due punti d intersezione 
reali T,T’ , e nel secondo due intersezioni immaginarie. 

Inoltre è da osservare che la (19) rappresenta la retta dei 
contatti TT’, se il punto (x,y,) non è sulla circonferenza; ma 
se questo punto sta sulla circonferenza, allora quell equazione 
rappresenta la tangente in detto punto, come risulta parago- 
nando la (19) alla (13). 

180. Alla stessa equazione (19) si perviene quando si cerca 
il luogo de' punti coniugati armonici del punto (x,y,), rispetto 
ai punti d’intersezione d’ una segante qualunque condotta per 
detto punto. 

In fatti sia y-y, = ji(*-arJ l’equazione d’una qualunque se- 
gante PMM': eliminando y tra quest’equazione e l’altra a c*+y*-r* 
del cerchio, avremo l’equazione: 


(20) (l+g*)a: t + 2 g(!/ I -pj' 1 )x+(y,-|U' 1 ) 1 -r , - 0 , 

le cui radici ,r',.r" sono le ascisse de’ punti M,M'. Inoltre se di- 
notiamo con t ed u le coordinate del punto Q coniugato armo- 
nico di P rispetto ad M,M' avremo da una parto .1,137) : 

( 21 ) + + + 


e dall’altra i§. 45) : 

( 22 ) 

ma per la teoria dolio equazioni dev’essere: 


x'+x"=- 




1 


l+g‘ 


quindi sostituemlo questi valori nella (21) e riducendo si a: 

Xi t f — *,) 4-y,* — 0; 
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c finalmente eliminando p tra quest’ equazione e la ;22), e mu- 
tando t in x ed n in y risulta : 

(19) x,x + 

cioè requazionc (19) , c. b. d. 

Alla retta TT' che à quest’equazione si dà il nome di po- 
lare del punto P, che si dice polo, rispetto al cerchio. 

181. Risulta dal §. 179 che la polare cade dentro, o fuori 
del cerchio, secondo che il polo ne è fuori, o dentro. E poi- 
ché la retta (19) è perpendicolare alla retta oc t y— j/,x=0, che- 
passa per l’origine delle coordinate (il centro del cerchio) e pel 
polo (Xji/,1, cosi la polare è perpendicolare alla congiungente il 
polo col centro, o cero al diametro che passa pel polo. 

Inoltre se x t —y, — 0, la (19) dà r — 0, c perciò indica una 
retta a distanza infinita; e se x t — y, - oo , si à r— x> , cioè una 
retta che passa per l’origine (§. 88); dunque la polare, del cen- 
tro è una retta all’ influito ; e la polare d’ un punto all’ infinito è 
una qualunque retta che passa pel centro. 

Se lo coordinate .r sono quelle d’un punto della circon- 
ferenza, allora l’equazione (19) divien quella della tangente il 
cerchio, in quel punto; e però la polare d’un punto della cir- 
conferenza è la tangente in quel punto. 

In fine la stessa equazione (19) rappresenta in polare del puu 
to (.r,y,), se questo è fuori della circonferenza; e rappresenta 
la tangente se detto punto è sulla circonferenza. 

182. Segue dal precedente che si costruisce la polare 
d’ un dato punto, menando per quel punto le due tangenti al 
cerchio , e la retta dei punti di contatto sarà la polare. E re- 
ciprocamente , data una segante un cerchio, se ne può trovare 
il polo, menando le tangenti ne’ due punti d’intersezione, e il 
punto di concorso di queste tangenti sarà il polo cercato. Ma co- 
testo costruzioni non àn più luogo se il polo ò nell’ area del 
cerchio, o la polare non taglia il cerchio. 

183. Altrimenti si risolvono questi problemi come segue. 
Supponiamo che si voglia il polo della retta 

(23) y = ax+b, 
rispetto al cerchio y*-tx* = r*. 

Dinotando con (J*,!/,) l’incognito polo, l’equazione della cor- 
rispondente polare sarà: y,g f-r,x =r*; laonde, perchè questa 
retta sia la stessa (23) ò mestieri che sia : 

(24) a---— b =— , d’onde (25) .r, = ~ -r-; y t -~.-. 

Vi Ut b b 
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Le forinole (25) risolvono il problema proposto, mentre le (24) 
risolvono il problema inverso; imperocché, dato le coordinato 
x, ,i/i del polo, quelle formole determinano lo duo costanti a e 
b della corrispondente polare. 

184. Per altro le due proprietà della polare, dimostrate nei 
§§. 181 e 182, danno immediatamente la soluzione geometrica 
de’ due cennati problemi, come qui appresso. 

Problema I. — Dati il cerchio C e un punto P , costruire 
A.' i A fa corrispondente polare. 

Si congiunga il punto dato P col 
centro C, e si determini il punto P' 

D p f coniugato armonico di P, rispetto ai 
punti D, D'; si meni per P' la nor- 
male alla CP, e quella normale AB 
g sarà la polare richiesta. 

Problema II. — Dati il cerchio C e una retta AB. trovare 
il corrispondente polo. 

Si meni pel centro C la CP' normale alla AB , e si deter- 
mini su essa il punto P coniugato armonico di P' rispetto ai 
punti D, D', sarà P il polo cercato. 

185. Osservazione. — Essendo il centro C punto di mezzo 
della distanza DD', ne segue che CPxCP' = CD* [E. G. n,° 
498, p. p. ), c però si vede che ambi i problemi precedenti si 
risolvono con la costruzione d’ una terza proporzionalo , senza 
aver disegnata la circonferenza , ma datone solo il raggio. 

186. Por altre proprietà d’uno odi più corchi veggansi gli 
Elementi di Geometria Analitica , n.° 469 e seguenti. 

Questioni diverse da risolvere. — 1 .* — Trovare tutte le formolo 
relative alla retta, c lo diverse equazioni del cerchio rispetto ad assi 
olibliqui 

2.* — Data la base di un triangolo, e dato il rapporto degli altri 
due lati , trovare il luogo del vertice. 

3. 4 — Una retta di lunghezza costante si muove poggiando i suoi 
estremi su i lati d'un angolo, dal cui vertice s’abbassano le per- 
pendicolari sulle vario posizioni di quella retta mobile ; trovare il 
luogo de’ piedi di quelle perpendicolari. 

4. * — Dati n punti P,,P P B in un piano e altrettante costanti 

m , * ,n > i ••• > n, „ > trovare il luogo di quel punto M tale che la somma 
>n,MP) + m a MP* + ... + sia costante. 

5. * — Dati un cerchio e una retta, trovare un punto tale che me- 
nando per esso una segante il cerchio, e dagli estremi della corri- 
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spondcntc conia le perpendicolari sulla retta data , il rettangolo di 
queste perpendicolari sia costante. 

C.* (••) — Essendo dati un vertice d’ un triangolo, l'angolo a questo 
vertice, e il rettangolo do' lati che comprendono quest’angolo, c sup- 
ponendo inoltre che uno degli estremi della base si muova sulla cir- 
conferenza d'un cerchio, trovare il luogo dell’altro estremo. 

7. * — Dato un arco di cerchio , dividerlo in due parti tali che la 
somma , o la differenza dello loro corde sia data. 

8. * — In un dato cerchio iscriverò un triangolo tale che duo lati 
passino per due punti dati , e il terzo sia parallelo a una data retta. 

9. “ — In un dato cerchio iscrivere un trapezio, di cui son date l’ al- 
tezza e la superficie. 

10. * — Dati di posiziono tre rette e un cerchio , circoscrivere a que- 
sto un triangolo tale che su ciascuna di quelle retto cada un vertice del 
triangolo. 

11. * — Descrivere un cerchio elio tagli quattro cerchi dati sotto lo 
stesso angolo. 

12. * — Condurre una tangente comune a due corchi. 

13. * — Descrivere un cerchio che passi per un dato punto, tocchi una 
retta data e un dato cerchio. 

l i.* — Descrivere un cerchio che tocchi una retta e duo altri cer- 
chi dati. 

15.* — Descrivere un cerchio che tocchi tre cerchi dati. 

CAPITOLO VI. 

Trasformazione deli’ equazione generale di 2° grado 
fra due variabili. 

187. Principi generali. — Essendo infinito il numero delle 
equazioni a due variabili, e quindi il numero delle curve da 
esse rappresentate, così, per porre un ordine nello studio dello 
stesse , si è convenuto dai Geometri di distinguere le curve 
primamente in algebriche, c trascendenti, secondo che 
l’ equazione della curva , espressa in coordinate rettilinee (*) , 
è algebrica, o trascendente. Indi le algebriche si sono suddi- 
vise in ordini o gradi , secondo il grado dell’ cquaziono (’*)• 
Cosi le curve date dallo equazioni : 

y = a x , y=ncnx, t/ = are tanrec. 

(•) lì necessario per questa classificazione che il genere di coor- 
dinate sia unico, perchè, come si è visto, una stessa curva à un’e- 
quazione algebrica in coordinato rettilineo, e trascendente in coor- 
dinate polari (§§. 18 c 51), 

(••) Newton non comprendendo la retta tra le curve , chiamò di 
I.*, 2.*, ec. ordine le curve di 2.", 3.*, ec. grado. 
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sono trascendenti, c quelle date dalle equazioni : 

a*;/’ «*4*, ay 3 +2bx 1 y+CJ?—0, oc. 
sono algebriche, e rispettivamente del 2.® c 3.® ordine o grado. 

188. Una curva algebrica 6 data di genere, quando la 
sua equazione è data sotto la forma generale; cosi una curva 
di 2.® grado è data di genere quando è data dall’equazione 
generalo di questo grado fra le due variabili x,i/,cioè: 

Ar ! + 2 Bxy+ Cf - + 2 Dx + 2 Ey + P= 0. 

li poi data di specie, quando fra i coefficienti dell’equa- 
zione generale vi sono delle particolari attinenze; cosi la cur- 
va espressa dall’equazione a*i/*4 J 1 x*=« 1 4* è data di specie , 
perchè tra i coefficienti della precedente equazione generale vi 
sono tali attinenze da ridurre quell’equazione alla forma spe- 
ciale ahj* + b*x* = à 1 ^. 

Finalmente una curva è individ uata, quando i coefficienti 
della sua equazione sono quantità individuate; tale è la cur- 
va data dall’equazione x*-t-3y* — 10. 

189. Numero delle condizioni necessarie per indivi- 
duare una curva dell’ordine II". — L’equazione generale 
di grado n mo fra duo variabili è della forma: 


(1) 

x“ - * + a. 

x*“* + +«„ \ 


+ * iV 

■ì K'J f 


+ c,y* 

: ( 


+*„y* ] 

quindi essa à tanti coefficienti per quanti uc indica la somma: 

1+2+3-) (* + 1), cioè i(»-!-l) (r+2); 

ma siccome si può sempre ridurre il coefficiente d’un termi- 
ne qualunque all’ unità, dividendo tutta 1’ equazione per que- 
sto coefficiente, cosi detto numero di coefficienti riduccsi a 
(2) j(»+l) (»+2)- 1, o vero £#(« + 3); 

laonde dovendo determinare questi coefficienti occorrono :-*(«+ 3) 
condizioni: così per individuare una curva di 2.® grado occor- 
rono 5 condizioni. 

Giova però notare che questa proposizione è generale; per- 
chè il numero delle condizioni può essere minore di quello e- 
spresso dalla formola (2), quando fra alcuni coefficienti vi sono 
già delle condizioni. Cosi se si trattasse d’individuare la cur- 
va di 2.® grado , data soltanto di specie mercè 1’ equazione 
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«*(/* + i*r* = a*i*, bastano soltanto dite condizioni per determi- 
nare a o 6, che sono lo sole costanti che si possono prendere 
ad arbitrio in quest’ cqu azione. Le altre tre condizioni, che in- 
sieme con le due fanno le cinque che richiede la proibizione 
generale, sono già state adempiute quando dall’equazione ge- 
nerale si ò passato alla precedente speciale. 

In geueralo per individuare una curva occorrono tanto con- 
dizioni distinte per quante sono le costanti veramente arbi- 
trarie che entrano nell’ equazione generale. 

190. Le J n (n + 3) condizioni possono essere adempiute assog- 
gettando la curva a passare per punti dati ; e quindi ne se- 
gue che per individuare una curva dell’ ordine n” 10 per mezzo 
di punii dati, questi devono essere J n (n + 3). 

191. Complesso o sistema di curve. — Se avviene che il 
primo membro d’ un’ equazione F ix,y) =0 sia il prodotto di più 
fattori, e sia per ciò 

( 2 ) ? !/)•*(*>!/) =0, 

allora il luogo geometrico dell’ equazione F = 0 non ò più una 
curva unica, ma un complesso di tante curvo por quanti sono 
i fattori 9, <(/, oc.; imperocché 1’ equazione (2), dio è la stessa 
F— 0, é verificata da una qualunque dello equazioni: 

9 ( T > !/) — 0 > y(x,y)=0, oc. 

Quindi un’ equazione algebrica di grado n mo può non rap 
presentare una curva dello stesso grado , ma invece rappresen- 
tare un sistema di curve di grado inferiore. 

Così 1’ equazione omogeneaV 

(3) a u . r" 4 a, x” y+ a s x*~‘ y* + 4- a„_, ti 4- a„ y” = 0 

rappresenta il sistema di u rette che passano per l’origine. In 
fatti posto ij — Xt, detta equazione diviene: 

+ 4-a B _,X’* - ‘ 4-«*X* = 0; 

Ora quest’equazione ammette n valori, tra reali o immaginarli, 
X|»Xj, • ■ • e quindi è scomponibile in fattori come segue: 
« ll (X-X l )(X-X t )....(X-X 1 ,)=0, 
e rimesso per X il suo valore y:x si à: 

a n (v - M (y - M • • • • (y - K x ì = fl- 
ora quest’ equazione non è che la proposta (3) sotto altra 
forma, la quale perciò è il prodotto di n equazioni della forma 
</—X fc X=0, e quindi è il complesso di » rette condotte per l’ o- 
rigine, c, b. d. 
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192. Diametri, assi e centri delle curve. — In generale 
vi sono nelle curve delle linee e dei punti caratteristici , di- 
pendenti dalla natura particolare della curva; tra le linee vi 
sono i diametri; tra i punti vi sono i centri. 

Diametro è, in generale, quella linea che passa pei punti di 
mezzo d’ un sistema di corde parallele ( corde coniugate di 
quel diametro) tracciate in una curva: or una retta potendo 
incontrare una curva del grado n m " in n punti , verrà a deter- 
minare tante corde per quante sono lo combinazioni di » cose 
prese due a due, cioè — 1), e quindi altrettanti punti me- 
dii, cho apparterranno al diametro; quindi questo sarà una 
curva di grado J*(» - 1). Allorché la curva è di 2.° grado, »-2, 
c perciò £»(*— 1) = 1 ; quindi i diametri d’una Curva di 2." 
grado non possono essere che rette. 

Centro è un punto in cui restano divise per metà tutte le 
corde che passano per esso. 

193. Poste tali definizioni passeremo a dimostrare alcune pro- 
posizioni che sono utili nello studio delle proprietà delle curve. 

I. — Se una curva algebrica ammette centro, e questo si pren- 
de per origine- delle coordinate, l’ equazione F{x,y) — 0 della cur- 
va deve avere tale forma, che tutti i suoi termini devono essere 
di grado pari, o tutti di grado impari. 

In effetti se MAM' è una curva che ammette per centro il pun- 
to 0, menando per questo duo assi qua- 
lunque X'X,Y'Y, la corda M'OM e le or- 
dinate MP,M'P', devo risultarne, secon- 
do la definizione del centro, OP = OP', 
OM = OM', onde anche OP = OP'; e poi- 
ché, in ogni caso, i punti M,M' cadran- 
no in parti opposte rispetto al centro, ne 
segue inoltre che tanto le ascisse OP,OP', 
quanto le ordinate MP,M'P' devono esse- 
re eguali e di segno contrario. Pertanto, nell’ipotesi ammes- 
sa, se l’equazione della curva è verificata dal sistema [s,y\ , 
sarà pure verificata dal sistema ( — .r, -y); per l’opposto, veri- 
ficate queste condizioni , i punti (xy),(—x—y) sono gli estre- 
mi d’una corda MM' divisa per metà dal punto 0. Or, perchè 
un’equazione algebrica fosse verificata da un qualunque si- 
stema {x,y) e dal suo opposto ( — a - , — y), è d’uopo che tutti i 
suoi termini sieno di grado pari, non escluso il grado 0, o 



/ 
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pure tutti di grado impari, e in questo secondo caso non deve 
esservi termine noto; imperciocché cosi il primo membro F (x,y) 
rimane immutato nel suo valor numerico, o però se è uguale a 
zero per (x,y) lo sarà pure per (—x, — y). Pertanto la proposizio- 
ne rimane dimostrata. 

Ksempii. — Le equazioni ; 

A y*+2Bxy+ Cx 1 + F- 0 , A ;/ 3 + Bxhj + Cx 3 +Dy + Ex = 0 
rappresentano curve col centro all’origine delle coordinate. 

II. — Se una cuna algebrica ammette un diametro rettilineo , 
e si prende per uno degli assi coordinati , poniamo quello delle x, 
e l'asse delle y è parallelo al sistema di corde coniugate a quel 
diametro; l’equazione della cuna non può contenere la y che a 
sole potenze pari. 

In effetti, per ipotesi e secondo la definizione di diametro, 
a ciascun valore di x debbono corrispondere valori di y elio 
sicno due a duo uguali c di segno opposto, e ciò non può aver 
luogo se l’equazione della curva non à la forma indicata nella 
proposizione. Così se una curva di 2.° grado ammette un dia- 
metro , che si prende per asse delle x, e l’asse delle y è paral- 
lelo alle corde coniugate, la sua equazione deve aver la forma: 

(4) Ay* + Cx* + Dx + F-0; 

e se l’origine delle coordinate è un punto della curva, allora 
l’equazione procedente devesi ridurre ad 

(5) Ay* + Cx* + Dx=0. 

194. Da ciò risulta che, se una curva ammette un sistema 
di diametri con iugati, tali cioè che l’uno bisega le corde 
parallele all’altro , e si prendono per assi delle coordinate, l’e- 
quazione della curva deve, rispetto a ciascuna delle coordinate, 
godere la proprietà enunziata nella prop. prec. Cosi se una curva 
di 2.° grado ammette un sistema di diametri coniugati , e si 
prendono per assi, la sua equazione dev’avcr la forma: 

(6) Atf+Cx' + F^O. 

In questo caso l’origine è contro della curva (prop. I.). E quan- 
do gli assi sono rettangolari, i diametri coniugati prendono il 
nomo di assi, o diametri principali della curva. 

195. Esame dell’equazione di 2° grado a due variabi- 
li. — Posti i precedenti princìpi, passiamo ad esaminare l’e- 
quazione generale di 2° grado: 

(C) A x l ) 2 Bxy+ Cy* 2Dx > 2Ey\ F « , 

Rubini Geom. Analitica. !•! 
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riferita ad un sistema di assi ortogonali ; e primamente tras- 
formiamo i primi assi in altri paralleli, col porre: 

(7) x-x 0 +x', y=y 0 +y', (§• 67) 

essendo (xjy u ) la nuova origine, elio rimane a determinare; e 
sostituendo questi valori in (C), c sopprimendo gli apici come 
inutili, avremo un risultamento della forma: 

(8) Ar* ; 2Bxy+Cy t +2D'x+2E'y+F'-0, ove 

(9) I)’ A r fl +By 0 +D, E Bx 0 f Cy, : E, 

(10) F'=Ax t * i 2Bx 0 y 0 +Cy*+2Dx 0+ 2Ex a +F. 

Or, dovendo determinare le due quantità x 0 ,y u , porremo D' 0, 
E'— 0, o sia: 

(11) Ax u -\-By a \-D-0, B.r u L Cy„ -E 0; 
cosi la ;8) diviene: 

(12) Ax' ì +2Bx>j+Cy ì +F^(). 

Posto ciò, le equazioni (11) dònno: 

CD-BE AE BD 

( 1 3 ) *»- j-t AC ' y.> - B t AC ’ 

Questi valori sono assegnabili se B ì -AC 6 diverso da zero; 
in questo caso la curva ammetto un centro unico a distanza 
finita perchè secondo il teor. I. del §. 193, l’equazione (12) 
indica che la nuova origine (x u y u ) è centro della curva corri- 
spondente a quell’ equazione. Sono infiniti i valori (13) se 
B z -AC — 0; in questo caso il centro della curva è a distanza 
infinita, o sia, geometricamente parlando la curva non à centro. 
Finalmente i valori (13) risultano indeterminati se insieme 
con B ì — AC-0 è nullo uno de’due binomii CD - BE, AE BDj 
in questo caso la curva à un’infinità di centri, che sono i punti 
d’una qualunque delle retto (11), le quali nel caso attuale ri- 
duconsi a una soltanto. Ora in questo terzo caso 1’ equazione 
(C) rappresenta il sistema di due rette ; imperocché risolven- 
dola rispetto a x dà : 

x=-^— ± ~ \/ B z -AC if : 'IBI) AEpj -D--AF , 

e la quantità soggetta al radicale diviene un quadrato (Ay+Aj*, 
se si à (BD-AEj* — (B i -AC)[D i —AF)—0, o vero: 

(14) AE i +CD*+FB*+2BDE-ACF= 0; 

ma questa condizione è verificata se B 1 -AC~Q c BD AE 0. 
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onde in tal caso l’ equazione precedente, cioè la (C) diviene: 

Bij t- D hit f k 

■ T " " ~ À~ ± ~~A~ ’ 

e quest’equazione, separato il doppio segno , equivale alle due 
Ax-\ pij+q = 0, A'x+p'y + g’— 0, 
che dinotano due rette, c. b. d. 

196. Dal precedente risulta: 1" — le curve di 2.° grado sono 
alcune dotate d’uu centro unico posto a distanza finita; altre 
non ammettono centro; 2° — l’origine de’ nuovi assi ai quali è 
riferita l’ equazione (12) essendo il centro della curva, quell’e- 
quazione non può convenire cho a sole le curve dotate di cen- 
tro, e quindi anche al sistema di duo rette, il quale ammette 
infiniti centri, e perciò uno qualunque di essi può esser preso 
per nuova origine; 3° — facendo, quando sia possibile, la pre- 
cedente trasformazione da assi ad assi paralleli, spariscono dal- 
l’ equazione generale (C) i termini a 1." grado in x c in ;/ , e 
i coefficienti A, B, C dei termini a 2.° grado restano inaltera- 
ti, come si rileva dalla trasformata (12), la quale non com- 
prende le cune senza centro; 4° — moltiplicando la prima (11) 
per x u o la seconda per ij u , togliendo dalla (10) la somma dei 
prodotti, risulta : 

(15) F'=Dx u i Fij u +F 

e se sostituiamo per x u , ij 0 i loro valori (13) s’ ottiene dopo fa- 
cili riduzioni : 

A E 1 + C 1) 1 ì- FU* \ 2DDE- A CF 

,16) F = „ . 

ed è da notare che il numeratore di questa frazione è lo stes- 
so primo membro dell’ equazione (14', la quale esprime la con- 
dizione perchè la (C) fosse il sistema di due retto: col fatto , 
verificata la condizione (14), F'— 0, c l’equazione (12) riducasi 
a un’equazione omogenea di 2“ grado, rappresentante perciò 
il sistema di due retto |§. 191); 5° — finalmente le formolo (13) 
sono indipendenti dal termino noto F; e però se due curve di 
2 ° grado dotate di centro, riferite allo stesso sistema di assi 
anno le loro equazioni diverse solo pel termine noto, sono con- 
centriche, cioè anno lo stesso centro. 

197. Ora mostreremo che si può fare sparire dalla (12) il 
termine in xy, passando dal secondo sistema di assi rettango- 
lari a un terzo anche rettangolare e della stessa origine. 
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Infatti por eseguire questa trasformazione devesi porre: 
x — x'coss — y'scu?, y—x'sen^ 4- 1/C0S9 (§. 69, 3"), 

0 fatta questa sostituzione nella (12) , ommettendo gli apici 
come inutili, s’ottioue la trasformata: 

(17) A'x*+2D'xy+Cy t + F'-0, essendo 

(18) il'^ilco8 l ?+Bseu29+(7sen 1 ?, ^.Isen^ -fisei^^+Ccos 1 ? 

(10) B'=i(C'-jl)sen2? + Bcos2j. 

Posto ciò essendo indeterminato l’angolo 9 clic il nuovo asse 
dello ascisse deve fare con l’asse delle ascisse primitive, pos- 
siamo determinarlo, ponendo li' 0, o vero : 

2» 

\ (C-A) 8011294- Bcos2? -0 , d’onde (20) tan29 = ^j— 

cosi con questa forinola si determina 9, e quindi la posizione 
del nuovo sistema di assi, e nel tempo stesso, essendo fl'-O, 
la (17) diviene: 

(21) A'x'+C'i.r- l F'-0; 
quest’equazione mostra (§. 194), clic gli assi delle coordi- 
nate sono assi della curva; e inoltro che si è fatto sparire 
dalla (12) il termine in xij, come si era asserito. Anzi è da 
osservare che ne’ casi in cui à luogo la trasformata (12) à pur 
luogo la (21). In fatti secondo la formola (20) l’angolo 9 è 
sempre determinabile, qualunque siano i valori di A, li e C, 
perchè la tangente varia tra - oc e + oc. Determinato l’angolo 
9, che è metà di quello dato dalla (20!, s’avranno dalla (18) 
i valori di A! e C'\ i quali per altro possono essere espressi 
in funzione degli stessi coefficienti A, 11, C, perchè somman- 
do e sottraendo le (18) si à: 

/1'+C'=.4+C, A'-C'-{A -C)cos9+3Bsen29, 

c siccome, in virtù della (20) 

sen29--2B : ^{A-Cf , cos29 = [A-C) : \\A-C,*+4lP , 
sostituendo nella seconda delle precedenti equazioni e riducen- 
do avremo: 

A'+C-A+ C, A'- C — ^(A-Cf+AIP, d’ onde : 

(22) A'={(A+0+\ •]{A-C)'+4JP, C^A+Q-MA-Cf+W; 
ora questi valori sono sempre reali, qualunque siono quelli di 
.1, I), C; nè sono nulli finché fl *— AC è diverso da zero; per- 
chè, supposto essere A e C dello stesso segno, A' non può esser 
nullo; e per poterlo essere C' dovrebbesi avere: 

(.1 ■ r)‘=(/l 0 vero W - A C- 0, 
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il che non è. Se poi A e C anno sogni contrarii, allora è evi- 
dente che la parte irrazionale nelle ( 22 ) risulta maggiore della 
razionalo, e però non può esser nullo alcuno de’ valori A', C- 

198. Osserviamo ora elio la trasformazione dell’ equazione 
generale (C) alla forma (21), riferita a coordinate ortogonali, 
la cui origine è il centro della curva , e perciò detta equa- 
zione al centro, non può farsi che in un sol modo; infatti 
la prima trasformazione che dà luogo alla ( 12 ', ne’casi in cui 
è possibile, non si fa che in una sola maniera, perchè deter- 
minata la nuova origine {x u y u ) si conducono per questo punto 
due rette parallele agli assi primitivi,' e non si à che un solo 
nuovo sistema di assi. Indi |>er assegnare l’altro sistema al 
quale si riferisce la ( 21 ) bisogna fissare il nuovo asse delle 
ascisse per mezzo dell’equazione ( 20 ', la quale, comunque a uno 
stesso valore di tan 2 ? corrispondano due angoli, cioè 2 ?'< 180° 
e 2?'+ 180°, pure perchè per avere il 9 bisogna prendere la 
metà di questi due angoli, così si anno per 9 due angoli, cioè 
c<90 u e 9 +90° i quali determinano a un tempo il nuovo asse 
delle x c il corrispondente delle y, e quindi un solo sistema. 

Bene è vero che quando A~C 0 B=0 risulta 9 indetermi- 
nato, ma allora le formolo (22) danno A’— C', l’equazione ge- 
neralo (C) riducesi alla forma 4'(a; 1 +y*)-t-f'=0, e quest’equa- 
zione, qualunque sicno i due diametri ortogonali presi per assi, 
rappresenta un cerchio reale o immaginario. 

Osserviamo ancora che la parte irrazionale nelle (22) è mi- 
nore o maggiore della razionale secondo che IP — AC' 0, o 
IP — AC>0; nel primo caso A' e C' ànno lo stesso segno; nel 
secondo unno segni contrarii. Di più so B — 0, allora dalle stes- 
se (22) risulta A'=A,C'—C; quindi se A=—C, sarà pure A'= - C. 
In fino se A e C sono dello stesso segno, che si può sempre 
supporre il 4 -, allora secondo le forinole (22, è A! > C; ma se 
A e C ànno segni contrarii può essere indistintamente, in 
valore assoluto, A’>C' 0 A' <C'. 

199. Trasformazione dell’equazione generale (C) in 
un’altra della forma: A'x*A C Y 4- 2F'y = 0. — L’equazione 
( 21 ) come abbiam visto non comprende tutte le curve di 2" grado, 
perchè da essa sono escluse quelle che ànno un centro a di- 
stanza infinita, o vero, geometricamente, che non ànno cen- 
tro, c per le quali il binomio caratteristico IP — AC è nullo. Ma 
se si riflette clic questa condizione non rende impossibile la 
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trasformazione del §. 197, potremo allora cominciare a trasfor- 
mare l’equazione generale 

(C) Ar* j-2Bxy+Cx i r 2Dx+2Ey f F=0 , 

passando dal primo sistema di assi rettangolari a un nuovo 
anche ortogonale e della stessa origino, perché cosi potremo 
primamente fare sparire il termine in xy. Perciò devesi porre: 
i-j'coscf-y'seiis , y—x'scny -fi/'coss , 
c sostituendo questi valori nella (C) risulta: 

(22) A'x t +2B'xy+ C'y*+2D'x+2E'y ì-F-0, 

essendo A',B',C' quegli stessi rappresentati dalle forinole (18) 
o (19), e inoltre: 

(23j j9'=j9cos9+2jsen3, E'—Ecosy -Daìmz. 

Indi per fare sparire dalla (22) il termine in xij si pone li'- 0 
e si à come al §. 197 la forinola (20!, che servirà a determi- 
nare 9 qualunque sia il valore e il segno del binomio BA-AC- 
nel tempo stesso la t 22) e quindi la (C) diviene: 

(24) A'x*+Cy*i2D'x+2B'y+F^0. 

Dopo ciò passiamo dal secondo a un terzo sistema di assi 
anche ortogonali, ma paralleli ai primi; per il che dobbiamo 
jiorro x—x 0 + x J , y — y„ \-y' nella (24), o si à la trasformata: 

(25) A'x*+Cy* \-2D"x r2E"y+F'—0, essendo 
( V=A'x^D\ E”-C"y 0 ì E' , 

1 1 \ F’-A'x* f C’y* -2D'x u +2E„^ F. 

Ora se per determinare la nuova origine {xj/ a ) ponessimo 
D"=0,E"^0, o vero A'x,+£>'= 0, Cy u lE’-Q, il valore di y v 
risulterebbe infinito nel caso di B t — AC- 0, perchè in questo 
caso C — 0 come si è visto in fine del g. 197. Sì che volendo 
abbracciare anche questo caso, porremo ZI'— 0 ed F' 0 , o vero: 

(27) A\r o r//-0, A'r* Cy* -21)'s u >2E' l i u -, V 0, 

e così la prima di queste equazioni darà ,r 0 che non potrà mai 
risultare infinito, perchè A' non è mai nullo (g. 197); e sosti- 
tuito quel valore di x„ nella seconda (27) s’ avrà un’equazione 
di 2.° grado in y u , la quale non può avere radici immagina- 
rie, perche la seconda (27) paragonata alla (24) mostra che il 
punto (x a y u ) appartiene alla curva. Solo può avvenire che delle 
due radici una risulti infinita, e ciò quando C— 0, o vero 
B l -AC— 0. Intanto, messe le equazioni (27', la (25) e quindi 
la proposta (C) prende la forma: 

(28) A'x* + Cy \ 2E"y-Q, 

la quale ci mostra clic l’attuale asse delle y è asse della cur- 
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va (§. 193! perchè divido per metà e ad angolo retto tutte lo 
corde parallelo all’asso delle .r. L’origine, è un punto della 
curva, ed è perciò un punto comune alla curva e al suo asse; 
questo punto, estremità doli’ asse della curva, si chiama ver- 
tice. In questo punto l'asse delle x è tangente la curva, per- 
chè quest’asse è il limito delle posizioni della corda coniuga- 
ta, al congiungersi in uno gli estremi di detta corda (§. 176). 

200. In conclusione della precedente analisi possiamo stabi- 
lire quanto seguo: 

1. # — L’equazione generale (C) , quando non sia B*— AC — 0, 
può ridursi ala forma (21), cioè: 

(21) A'xt + C i/*+2?=0, 

e quest’equazione comprende le curve di 2." grado dotate di 
centro, il quale è l’origine dello coordinato, o gli assi orto- 
gonali, ai quali quell’equazione si riferisco, coincidono in di- 
rezione con gli assi o diametri principali della curva. 

2. ° — Qualunque sia il valore ed il disegno del binomio B*-AC, 
l’equazione generale (C) può sempre ridursi alla forma ^28), cioè: 

(28) A'x*+C'y*+2E"ij=0, 

e quest’equazione comprende tutte le curve di 2.° grado, ab- 
biano o non abbiano centro. L’asse delle y è asse della curva, 
c l’origine è un vertice della stessa curva; ond’ò elio la (28) 
si dice equazione al vertice. Essa, quando li 1 — AC=0, e 
perciò C =■ 0 diviene: 

(29) A’x 1 -j- 2E"y — 0 , 

e sotto questa forma comprende le sole curve senza centro. 

3. ° — Per trasformare la (C) nella (21) bisogna passare dal 
primo sistema di assi rettangolari a un nuovo di assi paralleli 
ai primi, con che svaniranno i termini a l.° grado in x e y; 
e quindi dal secondo sistema passare a un terzo anche rettan- 
golare, e della stessa origine, e con ciò sparirà il termine in 
x y. Per passare poi dalla (C) alla (28) bisogna operare in modo 
contrario al precedente. 

201. È superfluo notare che se in una data equazione a due 
variabili mancano alcuni termini, alcune delle operazioni ora 
indicate potranno non esser necessarie, o por lo meno divenire 
più semplici. Così se si à l’equazione: 

3: 2 5<ry+4i/*— 10 = 0, 

• por la quale 7?* AC non è nullo, non occorre passare da assi 
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ad assi paralleli, perchè già mancano i termini in x e y a 
1 ." grado, e perciò l’origine è centro della curva; ma basta sol- 
tanto cambiare la direzione degli assi primitivi jier fare spa- 
rire il termine in xij. Per il che, secondo la forinola (20) ap- 
plicata alla precedente equazione, conviene trovare nelle tavole 
l’angolo la cui tangente ò 5, e prenderne la metà, che sarà 
l’angolo che il nuovo asse delle ascisse deve fare col primitivo. 

202 . L’ equazione ( 21 ) A'y*+C'x 2 + F' = 0 non cambia di Jbrma 
se gii assi, invece di essere rettangolari , sono obbligai. Infatti 
passiamo dall’ attuale sistema di assi rettangolari a uu altro 
obbliquo, ponendo: 

a:=x'coS 5 + y'casty, y — y'sen? •+■ t/'sendi (3,69) 
e sostituendo nella ( 21 ) s’avrà una trasformata della forma 

(a) A"s i + 2Bxy + C"x t + F'^0, in cui 

(b) A" = A 'cos*? -t- (7'sen*? , C" = A 'cos 5r ì + Csen 1 ']/ , 

(c) lì - » 4 'cos 9 eos-ji f C ' sena sonò , 

c quindi se poniamo ZI = ^l'cosj cos^ + C'sen^ seni _ 0 , donde: 

(30) tanstan’ì^ — A': C' , 

la (a) prende la forma A"x* r C"y- -- F — 0 , che è la stessa della 
(21). Ora la (30), preso ad arbitrio l’angolo 9 , determina sem- 
pre un valore corrispondente per i qualunque siano i valori 
di A' e C; nel tempo stesso si anno i valori di A 1 ' e C" cor- 
rispondenti a questi angoli; i quali valori, secondo le stesso 
formole (bj sono sempre reali , nè formano che un solo sistema 
per ogni dato valore di 9 ; quindi è vero c. c. b. d. 

Ma si ricava di più che il numero di sistemi di assi obbli- 
gai rispetto ai gitali V equazione generale (C,i prende la forma 
X'.i 1 rC'i/ , -f F'=0 i infinito ; perchè ad ogni dato valore di c, cioè 
per ogni posizione arbitraria del nuovo asse delle x, si à dalla (30) 
il corrispondente valore di ò, cioè la posizione del corrispondente 
asse delle y. Ciò mostra nel tempo stesso che questi due assi 
non possono essere due guai ungile, ma la posizione di uno dipende 
da gnella dei T altro. 

203. Quindi possiamo dire più generalmente che la forma più 
semplice dell’ equazione delle curve di 2 ." grado dotate di centro è 
À'x* + C'y* + F' = 0 ; gli assi ai quali si riferisce possono essere 
rettangolari non solo ma anche obbligai ; e in ogni caso l’ origine 
è il centro della curva, e gli assi delle coordinate coincidono in 
direzione con due diametri coniugati delia carta; e quindi risulta 
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dal precedente clic le curve di 2.® grado dotate di centro ànno in- 
finiti sistemi di diametri coniugati, e passano tutti pel centro. 

204. Similmente l’equa: ione (28) A'j: s + C'y* + 2E"y=0 delle 
curve di 2.® grado che ànno o no centro, non cambia di forma ri- 
ferendola a due assi obliqui, la. cui origine è un punto della cur- 
va, e uno degli assi è tangente la curva in quel punto. In fatti 
passando primamente da assi rettangolari ad assi obliqui mercè 
le soprascritte forinole, la (28- si trasforma nella seguente: 

4"x* + C'if + 2Bxy + 2D'x+2E'y = Q; 

in cui A" ,B,C ànno gli stessi valori (b) e (c) del §. 202, e inol- 
tre 7)' = E"scn^ , E'—E"8 cq^; quindi come in quel numero, po- 
nendo B — 0, l’equazione precedente si riduce alla forma 

(d) A"x* -i- C'Y 4- 2D'x-r 2 E'y = 0; 

gli assi ai quali si riferisce sono obliqui, c il numero di sistemi 
di questi assi è infinito; ma non sono qualunque, perchè la posi- 
zione d’ un asse dipende da quella dell’altro, in virtù della rela- 
zione (30), che non cessa dall’aver luogo anche quando C =0. 

Fissato pertanto uno di questi sistemi di assi, trasportiamoli 
parallelamente a loro stessi ponendo x+x 0 ,yAy 0 invece di x,y 
nella (d) , la quale così prende la forma: 

(e) A"x t + C"y t + 2D”x + 2E"y + F"-0, essendo 
B"=A"x 0 +jy, E"=C"y 0 +E', P'=A"sf+ C"yf+2D'x 0 +2E'y„. 

Ora per determinare la nuova origine (jy/J porremo le duu 
equazioni: 

A"x 0 +D' = 0, A"x*+ C"yf + 2D'x a + 2E'y a 0 , 

la seconda delle quali indica già che l’origine (x 0 yj è un punto 
della curva; «1 entrambe dette equazioni determinano due posi- 
zioni di quest’origine, ciascuna delle quali può essere ritenuta. 
In questo modo la (e) riducesi ad A"x* + C"y iJ t-2E"y—0, vale a 
dire alla stessa forma (28), ed inoltre l’asse delle y è un dia- 
metro, e l’asse delle r b tangente la curva; ond’è vero c. c. b. d< 
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CAPITOLO VII. 


Forma delle curve di 2.° grado. 


205. Come abbiamo veduto nel Capitolo precedente le curve 
di 2.° grado dotato di centro sono comprese nell’equazione: 

(1) A'x*+C'>j*+F'= 0 (21,197), 

alla quale si riduce l’equazione generale (C,195), quando in 
essa è B i — AC<0, o pure B t — AC> 0. Ora passeremo a trat- 
tare particolarmente questi due casi. 

I. — Se B t ~AC < 0, allora i coefficienti A', C anno lo stesso 
segno (§. 198) che può sempre supporsi essere il +; si che in 
questo caso non può essere F' positivo, perchè la somma di 
più quantità positive non può esser nulla: quando ciò fosse, 
la curva sarchile immaginaria. E se F' è nullo, la (1) non può 
altrimente esser verificata che pel solo sistema x=0, j/ = 0, e 
allora rappresenta un punto. Pertanto, per avere una curva 
reale, dobbiamo, nel nostro caso supporre F' < 0, e però con- 
sidereremo l’equazione (1) sotto la forma: 

(2) A'x'+Cy i = F'. 

Ponendovi successivamente ;/ = 0, .x = 0, e rappresentando con 
a c b i corrispondenti valori di x ed ij, s’ottiene: 


(3) « = ± ■JF'-.A', b = ±</F i 7C, 


si che, se XX', YY' sono gli assi delle coordinate, i quali pos- 
sono essere rettangolari o pure obbli- 
qui (§. 2021, tagliando OA = OA'=a; 
OB = 0 H' —b , saranno AA',BB', in 
grandezza c direzione, due diametri 
coniugati della curva, i quali saranno 
principali , o vero saranno assi , se 
XX', YY' sono ortogonali. Inoltre le 
(3) dònno A'-F' : a"-, C'—F' : è 1 , e però 
la (2) prende una qualunque delle seguenti forme omogenee: 



(E) ^ + £ = 1, ay + i*r*=«*è*, 

fl 1 V (Ir 

206. Secoiido la terza di queste equazioni si vede, che per 
avere un punto qualunque (ary) di questa curva bisogna eo- 
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struire una quarta proporzionale in ordine alle Ire rette a, b, e 
Va*-**; e quindi, come fu spiegato al §. 61, la curva in que- 
sto caso à la forma espressa dalla figura: essa si chiama ellisse. 

Dei duo diametri AA',BB' uno è maggiore , l’altro minerei 
come risulta dalle forinole (3). Cosi secondo che A'<C' o A’>C , 
sarà AA'>BB' o AA'<BB'. Se AA',BB' sono assi della cur- 
va, allora A, A' sono i vertici della curva. 

207. Quando i diametri son principali , gli assi dello coor- 
dinate sono ortogonali, e in questo caso Va* -A* è il cateto 
d’un triangolo rettangolo che à per ipotenusa il semiasse mag- 
giore, e per altro cateto il semiasse minore. 



Or se A A'= 2a e BB'^2ò sono i due 
assi maggiore c minore dell’ellisse, 
c sul maggiore come diametro si co- 
struisce il cerchio ACA', allora ad 
un’ascissa :r=OP corrisponderà un’or- 
dinata NP = \ ! a* — x 1 pel cerchio, e 


un’ordinata MP = — \ ! a* 


NP 


per l’ellisse; quindi l'ordinata dell’ellisse sta a quella del cer- 
chio come l’asse minore al maggiore; c perciò si può costruire 
per assegnazione di punti un’ ellisse, di cui son dati di posi- 
zione e grandezza i due assi A A’, Bit’. In effetti coi diametri 
AA',BB' si descrivano i due corchi ACA'.BB'L; si tiri un rag- 
gio qualunque ON, che incontri il cerchio minoro in L; dal 
punto N si tiri NP parallela a OB, e da L la LM parallela 
ad OA; l’incontro M di queste parallele sarà un punto dell’ellisse 
cercata; imperocché s’à per costruzione ON— OA -a, OL—OB=ò; 
MP: NP :: OL : ON ::i : a; or questa è proprietà dell’ ellisse che 
à per semiassi a c b, dunque M è un punto di quest’ellisse, 
che è quella che si cercava. 

208. Quando a a b sono due semidiametri coniugati qualun- 
que, e sia OA= OA' = «, il mag- 
giore OB--OB'— b il minoro, si 
potrà costruire un’ellisse AMA', di 
cui OA sia il semiasse maggiore a, 
o OB,- OB, perpendicolare ad OA, 
sia il minore; quindi dall’estre- 
mo P d’ una qualunque ascissa 
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inclinare una retta NP parallela a BB', e uguale all’ordinata 
MP, corrispondente nell’ellisse costruita; in questo modo la 
curva ANA' sarà l’ellisse i cui diametri sono AA',BB'; imper- 

ciocchò entrambe anno per equazione y ^ ru ^a* x 1 , e però, 

essendo x — OP la stessa per ambedue, anche uguali saranno 
le ordinate MP,NP; la prima delle quali ò parallela al semiasse 
minore della curva primamente costruita, e l’altra è parallela 
al semidiametro minore di quella che si voleva costruire. 

209. Supposti AA',BB' (fig. §. 207) assi della curva, e me- 
nando MS parallela ad NO, risulta MS— NO = a: nel tempo 
stesso ON : MK :: NP :MP :: a : b ; ma OX = a, quindi MR = b ; 
laonde se da un punto qualunque deir ellisse s’inclina all’asse 
minore una retta eguale al semiasse maggiore, la parte di que- 
sta retta, compresa tra il detto punto e questo semiasse è uguale 
al semiasse minore. E osservando che RS— MS -MR -a b -co- 
stante , può stabilirsi la proposizione reciproca, cioè: se una 
retta RS di grandezza costante si faccia muovere in guisa che 
i suoi estremi scorrano su i lati dell’angolo retto AOB', e in 
ogni sua posizione si prolunghi finché sia MS eguale a una 
retta data , il punto M descriverà un’ ellisse , di cui 0 i il 
centro ed MS , MR sono i semiassi maggiore e minore. 

Questa proprietà à data origino al compasso ellittico per co- 
struire un’ellisse con moto continuo. OA,OB' sono due regoli 
fissi ad angolo rotto; SM è un terzo regolo mobilo, in guisa 
che una parte determinata SU e costante di esso scorre coi suoi 
estremi su i primi due regoli, allora una punta aguzza fissata 
in un punto M di questo regolo mobilo descriverà un’ ellisse. 

210. Da ultimo ò da notare cho so A'—C, allora a — b, o 
qualunque delle (E) divionc $* -f- y- — or : quest’equazione rap- 
presenterà un’cllisso, so gli assi ai quali si riferisce sono ob- 
bliqui ; ma quando gli assi coordinati sono ortogonali, i due 
diametri, tuttavia eguali, saran due assi, o la curva propria- 
mente è il cerchio corno sappiamo; quindi il cerchio è un’ellisse 
ad assi eguali. 

211. II. — Se B* — AC> 0 , allora nell’ equazione (1) i coeffi- 
cienti A',C' sono di segno contrario (§. 197), e quindi F' può 
esser negativo, positivo o nullo: poniamo primamente clic, 
essendo C' > 0 , sia A' < 0, ed F' > 0; la (1) avrà cosi la forma 
esplicita : 

i4) Cy* -A’x*=.- F'\ 
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quindi, ponendo successivamente y — 0,x = 0, avremo: 

x'F' : A’ , y = ± » \F‘ : C , (t = \PT) , 
si che la curva incontra l’asse dello x in due punti, e non in- 
contra quello delle y. Poniamo : 

(5) a = v'}' 1 ' : A', b = V^TC, donde A'= /” : , C = F' : F , 

cosi l’equazione (4) prendo una dello forme omogenee seguenti: 

(I) ~x — y » =1 , a*y*—b*j*=— ari 1 , i/— ± — y x* — a 1 , 

(l“ 0 d 

c ciascuna può rappresentare la curva, riferita a due suoi dia- 

\\j' ( ,v/ / metri coniugati qualunque : nel tem- 

K \\\. s// I 10 8 ^ esso » tagliando sull’asse delle x, 

\Ì\'b7 [ OA=OA'-«, sarà A A' il diametro reale 

\\. / ( 0 trasverso della curva, perché rcal- 

- x i £ — p~x mente incontra la curva ne’punti A, A'; 

j / \ V o tagliando OB = OB'=ò, sarà BB' il 

/ /^ -—A M ' diametro coniugato di AA', e che si 
ni/// B , x\f\ ii' dice immaginario o non trasverso , perché 

/yJL' Y L\\ non incontra effettivamente la curva 

nei punti B,B'. Quando gli assi coordinati sono ortogona- 
li, 2a-AA' è l’asse reale o trasverso, e 24-BB' l’asse immagi- 
nario o non trasverso: di più gli estremi A , A' dell’ asse reale 
sono i vertici della curva. Inoltre dalla terza (I) vediamo cho 
ad ogni ascissa x corrisjwudono due ordinate eguali o contra- 
rie, e ciascuna è quarta proporzionale in ordine ad a,be \ l x i ~a ì . 
E siccome questo radicale è reale per tutti i valori di a: da — oo 
a— a, c da-fo a-foo, mentre è immaginario da — a = OA' 
a +«=OA, cosi no segue che la curva in questo caso è com- 
posta di due rami infiniti HAH', KA'K', e con interruzione nel 
passaggio dall’ uno all’altro: questa curva si chiama iperbola. 

212. Sia ora F' > 0; l’ equazione (4) diverrà: 

(6) C'y t — A'x t —F'; 

fatto udu volta y — 0, e un’altra x — 0, s’à in corrispondenza: 

( 7 ) x=±i\[F r 7I', y=±\fF7C , 

e posto come sopra a—\!F':A'— OA— OA', b— \ l F':&— OB— OB' , 
la (6) diviene : 

(I') ~ — 1, a ì y ì -b i x t -d l b ì , «/=* — y/x* ha*. 

fi 0 (l 
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In questo caso sarà BB' l’asso (o diametro) reale, c AA' l’im- 
maginario. D’altronde secondo l’ultima di queste equazioni si 
troverà la curva essere un’altra iperbola come la prima, com- 
posta do’ due rami infiniti IBI',LB'L'. Queste due iperbole, le 
cui equazioni differiscono solo j>el segno del termine noto, si 
dicono coniugate. 

213. Finalmente sia F' — 0, c s’avrà: 

18 ) A'x t -C'y i -0 ; 


quest’equazione rappresenta il sistema di due retto distinte 
Ob,Ob' che passano pel centro della curva, e le quali si chia- 
mano asintoti delle due iperbole coniugate (I) ,(!’), perché in- 
contrano queste curve a distanza infinita, o sia geometrica- 
mente non incontrano i rami di dette curve; in fatti, secondo 
le (5), A': C=b* : a-, sia .F'<0, o F' > 0, quindi la ( 8 ) diviene 
in ambi i casi : 


c paragonata l’ordinata y' d’un putito di questo sistema di rette 
con l’ordinata y t dell’ iperbola (I) o della coniugata (I'), corri- 
spondenti tutte a una stessa ascissa#, si trova ;/, : y'— v/l *r , 


da cui si vede che queste ordinate tendono a divenir eguali, 
al crescer di x, e quando #=±» risulta y, —y'; sì che le rette 
(9) o ( 8 ) non incontrano lo iperbole che all’ infinito, c. b. d. 

Secondo la (9) si costruiscono gli asintoti , menando dal- 
l’estremo A del diametro trasverso una retta bb' parallela al 
diametro non trasverso BB' ; tagliando Ab — Ab'— alla metà di 
questo diametro, e congiungendo il centro 0 con V e b. 

Da questa costruzione parrebbe risultare che un’iperbola do- 
vesse avere tanti asintoti per quante coppie di diametri coniu- 
gati essa à, cioè infiniti; ma è agevole il vedere che questi 
asintoti non possono esser che due soltanto; imperocché ò chiaro 
che ogni retta, condotta pel centro in uno qualunque dei quat- 
tro angoli de’ due asintoti, una volta segnati, deve incontrare 
L rami dell’iperbola e della sua coniugata. 

Quindi si può stabilire il seguente teorema: il luogo geome- 
trico de’ vertici de’ parallelogrammi formali da due semidiame- 
tri coniugati qualunque (l'un iperbola è il sistema de'due asintoti. 


I 


Digitized by Google 


5;. 214. forma delle curve di 2." grado §. 217. Ili 

214. Se OA=«, OB — b sono il semiasse trasverso e l’imma- 
ginario, si può costruire l’iperbola al modo 
seguente: si descriva col centro 0 e col rag- 
gio OA un cerchio; per A si meni la tan- 
gente AB, = 011, e si congiunga OB,: fatto 
ciò, e volendo il punto dell’ iperbol a corri- 
spondente all’ascissa qualunque OP, si me- 
nerà la tangente PT , e la pcrpendicolaro 
indefinita PM: si taglierà PQ PT, e per 
Q si menerà QM parallela ad OB,; sarà M 

il punto cercato: in effetti, ponendo OP— .r, si à per costruzione 

QP = PT=v'.r ! a 1 , OA : AB, :: QP : MP, o vero MP = al, 

quindi M ò punto dell’iperbola che à per assi 2 a o 26. 

215. Supponendo, in generale, che AA',BB' sieno due dia- 
metri coniugati qualunque, che ON,ON' sieno gli asintoti, 
od NN' sia parallela al diametro non trasverso BB’, avremo, 

per le (9) e terza (I), PN = PN'= J x , MP = M'P = -^- V.r* — a: 1 , 

MX =M'X'— 1(1- MN’=M7i = — (x-f 

laonde MN.MN'= M'X.M'X' i 2 , c però se in nn’iperbola si mena 
tuia retta qualunque XX fra gli asintoti , le porzioni MX,M’N' 
sono eguali, e il rettangolo de ’ seminenti MX,MX' o lf.V,iTA T ' 
>’ coslkntemente uguale al quadrato del semidiametro parallelo OB. 

216. Si noti da ultimo clic l’equazione a*y*-\- 6*e* = a 1 b ì del- 
l’ellisse, e l’altra d i y*—b t .r*= a t b t dell’iperbola si traggon 
l’una dall’altra col mutare l % in — i*. 

217. Passiamo ora a considerare l’equazione (28,200), cioè 

(10) A'x*+Cg t + 2E'y^Q, 

che comprende tutte le curve di 2° grado, non escluso il cer- 
chio quando gli assi coordinati sono ortogonali. Senza cam- 
biar nulla alla natura di questa curva potremo scrivere la pre- 
cedente equazione cosi: 

(11) Ay+Cx* + 2Fx-0, 

il che non fa altro che mutare l’asso delle x in quello delle ;/, 
e all’opposto questo in quello. In tal modo l’asse delle a: coin- 
cide, in direzione, con un diametro della curva, e quello delle 
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ordinate è la tangente coniugata di detto diametro. Supponia- 
mo pertanto A' e C' positivi : in questo caso, che è quello dell’el- 
lisse, possiamo supporre E' negativo; perchè se fosse positivo, 
gli si potrebbe cangiare il segno, purché però si dessero ad x 
soli valori negativi, il che equivarrebbe a mutar l’asse posi- 
tivo dello x in negativo e reciprocamente: sia dunque 


(12) A 'j l + C'x 1 - 2E’x - 0 , 


l’equazione della curva; fatto y = 0, avremo ,r-0, x-2E’\C--2a, 
messo E':C' — a; così la (12) diviene A'y*=C\2ax—x t ), e 2 a 
rappresenta la lunghezza del diametro A'A (fig. pag. 106), il quale 
coincido in direzione con l’asse delle x, essendo A' l’origine. 
Indi, so il punto di mezzo di A A' ò 0, centro della curva 
(§. 196), e poniamo x —a, e dinotiamo con b il corrispondente 
valore di y, il quale sarà il semidiametro coniugato di a, avre- 


C , , , C E- 

mo - , a 1 , dondo — , = — , 
A A Or 


e sostituendo nella precedente 


equazione avremo l’equazione omogenea: 


l* f,t J* 

y 1 = -- {2ax — a: 1 ) — 2 — x — , x* 
d 2 a a 2 


rappresentante V ellisse riferita a un suo diametro e alla tan- 
gente coniugata. 

218. Secondo quest’equazione, I.° l’ascissa comincia da .t 0, 

C 

e termina ad x—2 a; 2.° poiché così se A'> C', sarà 

A 

b i <a t , e quindi il coefficiente di x* ò < 1: in questo caso l’asse 
delle x coincide col diametro maggiore della curva; 3.° quan- 
do A' — C' risulta i*=a 1 , e quindi, se gli assi sono obbliqui, 
coincidono in direzione co’ due diametri uguali, c se sono or- 
togonali la curva è un cerchio: in ogni caso, pertanto, se il 
diametro maggiore è preso per asse delle x, il coefficiente di x* 
non è mai > 1. Finalmente 4.°, essendo il quadrato dell’ordi- 
nata y 1 — MP l proporzionale al prodotto x<2a x) — AP X A'l\ ne 
segue il teorema: nell’ ellisse i quadrati delle ordinate, rispetto 
a un diametro qualunque, stanno tra loro come i rettangoli delle 
corrispondenti ascisse agli estremi di questo diametro. 

219. Sia A’>0, C' 0; la (11) rappresenta Piperbola e diviene : 

(13) A'if-C'jc 1 -i 2E'x — 0. 

Ponendo y 0, si à .r 0 , .r — 2 E': C~2a; quindi, se A' è l’ori - 
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gine, tagliando A'A=.2 a (fig. §. 211), sarà A 'A il diametro tras- 
verso; o poiché E'=Ca, la (13) diviene A'y*=C'(x x -2ax). Inol- 
tre, ponendo x~a = kO, ne risulta y-±ai^C\A ; , questo va- 
lore immaginario corrisponde al diametro non trasverso; intanto, 
mettendo asC\ A'—b, sarà £— OB=OB' il valore geometrico del 
semidiametro immaginario coniugato di OA, e 0 il centro: nel 
tempo stesso, essendo C'-A'W-.a 1 , la superiore equazione divieno 

b* b* 

e rappresenta, in forma omogenea, Yiperbola riferita a un suo 
diametro e alla tangente coniugata. 

220. Da cotosta equazione deduciamo quanto segue: l.° i va- 
lori di x pc’ quali l’ordinata è realo sono compresi tra— ao e 
0, c fra 2 a e +eo; 2.° se il coefficiente di a: è positivo, il dia- 
metro trasverso cado sull’asse negativo dello X] 3.° tra i se- 
midiametri coniugati a e b non v’è alcuna relazione di gran- 
dezza; e in ogni caso il diametro trasverso cade sull’asse delle x; 
4.° finalmente, ragionando come al §. 218, 4.° si deduce in or- 
dine all’iperbola un teorema identico a quello trovato per l’ellisse. 

221. Qui puro è da osservare che Io due equazioni (E^),^) 
si traggon l’uua dall’altra mutando b l in — b 1 (§. 216). 

222. Supponiamo da ultimo C — 0, la (11) diviene: 

(14) A'y i +2E'x=0. 

Ponendo E'=mA', dove m è una retta, la (14) si cambia in 

(P p ) ;/* = — 2mx, o puro if = 2»i.r , 

secondo che E' ò positiva o negativa. Un punto di questa curva 
è l’origine 0; ad ogni valore di x, e sia comunque grande cor- 
rispondono due valori eguali c contrarii per ;/, ma è d’ uopo 
die x sia soltanto positivo o soltanto negativo, secondo che 
l’equazione della curva à la seconda o la prima delle due pre- 
cedenti forme: laonde come al §. 60 la curva sarà composta 
d’un sol ramo che, al di sopra e al di sotto dell’asse OX c 
partendo da O, si distenderà indefinitamente da una sola banda 
rispetto all’asse OY. Questa curva si chiama parabola; e però 
l’equazione (P^) ò quella della parabola riferita a un qualun- 
que suo diametro e alla tangente coniugata. 

223. Da quest'equazione risulta: 1.” i limiti di x sono — oo 

Rubini- Geom. Analitica. 15 
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c 0, o 0 e +oo ; 2.° il diametro della curva ò coincidente con 
Tasse delle x; 3.° finalmente come al §. 218, 4.° paragonando 
due punti si deduce c quindi in ogni 

■parabola i quadrati delle ordinate a un diametro stanno tra loro 
come le corrispondenti ascisse agli estremi di questo diametro. 

224. Se nella (I p ) poniamo x + 2a invece di x, trasportiamo 
l’origine dal vertice A' (fig. §. 211) all’altro A, e risulta: 


(I,) 


, _ h'- 4 * . 

w* = 2 — x-t- ; 
J a a* ’ 


si clic, paragonando quest’equazione con la (E p ) vedesi che l’el- 
lisse e l’iperbola posson essere rappresentate dall’unica equazione 

(15) i j t =-2mx-\-nx* t essendo (16) b ì : a-m , =p4 5 :« ! ~a; 
cosi che nel caso dell’ellisse n<0, ed è n>0, in quello dell’iper- 
bo/a. In questo caso i valori reali di y nella (I p ) corrispondono 
a quelli di x da £=— oc ad x ——2 a, e da ,r=;0 ad x=+oc. 
In ambi i casi il centro della curva nell’ equazione (15) à per 
ascissa —m:n. 

Ora l’equazione (15) comprende benanche la parabola; impe- 
rocché, secondo Io espressioni di a o b ;§§. 212 e 214) abbia- 
mo a = E':C, b*:a*—ti — C:A', quindi 4* :a—m—E': A’; ma 
nel caso della parabola C = 0, quindi a=ao, e per conseguen- 
za n~Q; laonde la (15) rappresenta la parabola se n = 0. Da ciò 
vediamo che la parabola è un’ellisse che à un diametro infinito. 

Finalmente, se gli assi a cui è riferita la (15) sono ortogonali, 
ed è »=— 1 , quell’equazione diviene quella d’un cerchio, e però 
l’equazione (15) rappresenterà l’ellisse se n<0; l’iperbola se n 0; 
la parabola se n = 0; e finalmente, se gli assi sono ortogonali, 
rappresenta il cerchio se n— — 1. 

È da tener presente che se gli assi dello coordinate sono 
rettangolari, allora nell’equazione (15), nel caso dell’ellisse è 
in valore assoluto n < 1 , o n > 1 , secondo che l’asse delle x coin- 
cide con l’asse minore o col maggiore. Per fissar lo idee suppor- 
remo sempre, in quel che segue, che l’asse delle x coincida 
in direzione con l’asse maggiore dell’ ellisse , o col trasverso 
dell’ iperbola; e quest’asse, in entrambi i casi, diremo primo 
asse della curva. Con quest’ipotesi la somma algebrica 1+» 
è sempre positiva, sia la curva ellisse, iperbola o parabola. 

225. Il coefficiente 2m è una retta determinata, la quale si 
è chiamata parametro; ed < s perciò che la (15) suolai pur dire 
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equazione delle coniche al parametro. Questo parametro varia di 
grandezza, secondo il diametro a cui si riferisce, come risulta 
ri ni 1 a sua espressione (16). Ne’ casi dell’ ellisse e dell’ iperbola, 
essendo 2m=2b' i : a—ib 1 :2a , si vede che il parametro rispetto 
a un dato diametro , è terza proporzionale in ordine a questo 
diametro e al suo coniugalo. Nel caso del cerchio essendo a-b, 
ne risulta m~a, o però il parametro del cerchio è il suo rag- 
gio. In ogni caso il parametro rispetto al primo asse della curva 
lo diremo principale. 

226. Chiudendo questo capitolo osserveremo che l’equazione 
generale (C) non cesserà di essere di 2° grado , supponendola 
priva de’ termini in x* e i/ ! , vale a dire supponendola della forma 

(17) 2Bxy+2Dx+2Ey+ E'—O; 

in questo caso risultando 2? 1 — AC>0 la curva è un’ iperbola. 
Ora se passiamo da assi ad assi paralleli, ponendo x — x'-^ x u , 
V-y'+'Joi la l 17 ) diviene: 

2Bxy + 2D'x 4- 2E'y + F' = 0 , 
essendo D' — By 0 4 D, E' — Bx u + E, 

E'—2Bxj/ u + 2Dx u -\-2Ey 0 + F. 

Indi se per determinare la nuova origine poniamo/)'— 0, E'-O, 
o vero By 0 +D— 0, 2’a 0 + 2?^0, queste equazioni daranno sem- 
pre un valore determinato per x 0 e y a ; e l’equazione precedente 
prendo la forma semplicissima xy + F' = 0 , o pure, ponendo 
— diviene: 

(18) x y-lc*. 

Secondo quest’equazione gli assi delle coordinate sono gli 
asintoti dell’ iperbola, perchè por X — 0 risulta y = cc,c per y— 0 
risulta x — cc. Perciò la (18) si dice equazione deW iperbola agli 
asintoti ; c la (17) si riferisce adunassi paralleli agli asintoti. 

Sicno CK , CK' gli asintoti c nel medesimo tempo l’asse delle x 
e quello delle y : la (18) mostra che il ret- 
tangolo delle coordinate CP , MP d’ un pun- 
to qualunque M della curva è costante. Inol- 
tre se A è il vortice, o per ciò CA = rt il 
semiasse trasverso, questa retta dividerà 
per metà l’angolo KCK' degli asintoti, e 
menando AD parallela a CK, c AE a CK', 
risulterà AD=^AE, cioè le coordinate CD, AD del vertice sa- 
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ranno eguali; ma il loro prodotto ò = k 1 , secondo la (18) quin- 
di CD = AD=À. Laonde, so dinotiamo con 2e l’angolo degli 
asintoti e osserviamo che ACD è triangolo isoscelo , avremo 
AC=2CDcose o vero a = 2Acoss; ma tanE = i : a (§. 213), quindi 
cose = a : Va* + b 1 , k — 1 + 6 J , o sostituito questo valore nella 

(18), si à in fine: 

(19) *»=}(•• + «■)! 

ò questa l’equazione omogenea dell’ iperbola riferita agli asin- 
toti; in essa a e b dinotano i semiassi trasverso c non trasverso. 

227. Se a — b, l’iberbola si dicccquilatera, e la sua equa- 
zione agli asintoti divicn semplicemente; 

(20) xy-id 1 . 

In tal caso tanè — 1, e =45® e però l'angolo degli asintoti è retto. 

In ogni caso il secondo membro della (19) o della (20) si 
chiama potenza dcH’iperbola, la quale nel caso dell’iperbola 
equilatera è il quadralo che àper diagonale il semiasse trasverso. 

228. Si può inoltre osservare che se CB ò il semiasse non 
trasverso, menata AL perpendicolare sull’asse AA', i due trian- 
goli ABC,ALC risultano evidentemente uguali, sì clic angolo 
CAB = LCA = ACK', e però AB parallela all’ asintoto CK e quin- 
di a MP; nel tempo stesso AE.CE = CE*=MP.CP ; laonde la 
congiungente gli estremi de’ due assi dell’iperbola è parallela a un 
asintoto , e incontra l’altro a una distanza dal centro media 
proporzionale tra le coordinate asintotiche d’ un punto qualun- 
que della curva. 

229. Identità tua le curve di 2" grado e le sezioni co- 
niche. — Sia AB' una retta indefinita, la 
quale passando continuamente per un pun- 
to fisso V si muova appoggiandosi sulla 
circonferenza AMB d’un cerchio. Quella 
retta descriverà la superficie convessa d’un 
cono retto ( E '. 0. n.° 310, p. s.); la quale 
sarà composta di duo foglie indefinito 
AMBV, A'M'B'V clic ànno di comune il 
punto V vertice del cono. La retta che pas- 

7\/y. sa pel vertice c pel centro C del cerchio 
^ AMB è l’ asse del cono; o ogni sezione 
G \ prodotta da un piano parallelo a quello di 

questo cerchio è un altro cerchio, come è agevole mostrare. 
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Supponiamo ora un piano qualunque segante il detto cono, 
e produca la sezione OMKB. Per l’asse del cono si conduca 
un piano, il quale tagli il couo secondo i due lati AB',A'B, 
o il primo piano secondo la retta OE. Si meni inoltre un piano 
perpendicolare all’asse, il quale produca la sezione AMB cho 
sani un cerchio, c sia MP la comuno sezione de’ due piani 
AMB,OME, la quale com’ò chiaro sarà perpendicolare ad OE, 
e al diametro AB del detto cerchio. Prendasi OE per asso delle 
x, O per origine, c la perpendicolare ad OE, condotta nel pia- 
no OME per asse dello y; indi si ponga OP=x,MP=y,OV = 8, 
VOE=X, OVC=a; quest’angolo a è metà di quello al ver- 
tice del cono. Posto ciò, per un teorema noto si à MP 1 o vero 


( 21 ) 


= APxBP. 


Dal triangolo AOP abbiamo AP : OP^senAOP : scnOAP , o 

scnX 

vero AP:x = senX:cosa, ondo AP= x. Si conduca OD pa- 

cosa 

rallela ad AB e PF a VE; avremo così OD-2VOscnOVC=25scna; 
inoltre osservando che OPF = 180° -(2a+X) e OFP — 90° + a, 
avremo OF : OP^scnOPF : scnOFP— sen(2*+X): cosa, c quindi, 

essendo OP— x, sarà OF = sen(2a _^X) x . i no ltro BP-FD— OD -OF, 

cosa 


onde sarà BP=25scna — 


sen (2a + X) 
cosa 


x; e messo nella (21) in- 


vece di BP questo valore, e invece di AP quello trovato supe- 
riormente risulta per equazione della curva OMD 


( 22 :. 


y» = 2(8senXtana)x- 8enX8en [ 2g+X) 
' cos l a 


onde ogni sezione conica è una curva di 2° grado. 

230. Reciprocamente ogni curva, del secondo grado rappresenta 
una sezione conica. In effetti queste curve sono compreso tutte 
nell’equazione unica (15), cioè: 

(15) i/*~2»»x-i- »x*, 


c perchè questa risultasse identica alla (22) ò necessario e suf- 
ficiente cho si possa soddisfare ad un tempo alle due condizioni : 


(23) 


„ , , sen).sen(2a+X) 

08 enXtaux-?>i, ì 

cos*a 


per valori dati di m ed «, e con valori reali di Xc5, nel tri- 
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plico caso dell’ ellisse, dell’ iperbola e della parallela. Osservia- 
mo da prima che la prima (23) dà un valore reale per 8, quando 
ò reale X; questa seconda quantità si à dalla seconda (23), la 
quale, trasformando il numeratore in somma, e tenendo pre- 
sento cho, in generale cos2»=2cos s «- 1, può scriversi cosi: 

(24) co8('a-fX) = ±\ , l+» cosa. 

Posto ciò, ponendo a disamina questa forinola, troviamo i 
risultamenti cho seguono. Nel caso dell’ ellisse »<0, e si può 
sempre considerare in valore assoluto » < 1 ; si che Vi-*-» è 
sempre minore di 1, o cos(a + X)<±cosa, quindi afX è reale, 
e inoltre a | X>a, o sia X>0, o pure a+X<180° — a, o sia 
X<180°— 2a. Per questi valori e per quello di m dato dall’e- 
quazione dell’ellisse, il valore di 8 ò sempre finito ò diverso 
da zero, corno lo mostra la prima (23). Sia VO un valore di 6 
corrispondente a dati valori di m ed », c pel punto 0 menia- 
mo un piano perpendicolare all’ asse YC, o cho tagli il piano 
BVA secondo la retta OD, sarà VOD=90° — a; indi menata 
00 parallela al lato VA sarà VOG = 180° — 2a, onde, secondo 
le relazioni qui innanzi trovate, l’angolo X è sempre minore 
di VOG e maggiore di zero; e però dati un cono retto ed un’el- 
lisse, questa si può sempre adattare sul cono, e il piano che 
la contiene incontra due lati opposti VA, VD da una medesi- 
ma parte del vertice V. 

Nel caso dell’ iperbola »>0 o quindi \'l + » > 1 , onde per 
verificare la (24) è d’ uopo che sia 

Of- , ^ 1 ^ *1 

(25) cosa — o vero, cosa , 

= yT7» = V«* + bl 

perchò » — b ì :a 1 . Se 0 ò l’angolo che un asintoto facon l’asse 
dello x, che qui ò quello della curva, è tan0=8:» (§. 213) c 

perciò cosO — — a ; dunque cosa ' cosO cd a 0, 2a ^ 20, il 

che vuol dire che per potersi una data i peritola adattare sopra 
un dato cono retto è necessario che l’angolo al vertice sia mag- 
giore o almeno eguale a quello degli asintoti. 

Verificata questa condizione l’equazione (24) darà in virtù 
della (25),- cos(a-f X)>±cosa, senza più cadere nell’ immagi- 
nario; e da questa relazione, ritenendo il segno supcriore avre- 
mo a + X ^a, c quindi X < 0; ma questo risultamcnto deve ri- 
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gettarsi, perché condurrebbe ad un angolo negativo: ritenendo 
poi il segno inferiore si à a+X>180°— a, donde X>180°— 2a, 
ossia X>VOG. Questo valoro di X indica che il piano segante 
incontra il lato VB e il prolungamento del lato opposto VA; 
nel tempo stesso il modosimo valoro di X e quelli dati di a ed 
m danno per 3 un valore sempre finito e diverso da zero, se- 
condo la (23); quindi dati un cono retto ed un’ ipcrbola , que- 
sta potrà essere adattata sul cono., quando V angolo al vertice 
del cono è almeno eguale a quello degli asintoti, e il piano in 
cui si trova l’iperbola taglia due lati opposti del cono in due 
punti che si trovano in parti anche opposte rispetto al vertice. 

Finalmente nel caso della parabola, essendo w = 0, la (24) dà 
cos(a-f X) = cosa, e quindi a + X = a), o puro a + X=180° — a, 
cioè X — 0 , o X = 180°-2a. Il primo di questi valori devesi ri- 
gettare, perchè introdotto nella (23) darebbe 8=ao; il secondo 
poi indica cho il piano segante è parallelo al lato A'B dui cono. 
Dunque una parabola data può sempre adattarsi sopra un dato 
cono retto , merci un piano parallelo al lato di questo cono. 

Dopo tutto il precedente chiameremo sezioni coniche o sol- 
tanto coniche le curve di 2° grado. 

CAPITOLO Vili. 


Fuochi c direttrici delle coniche. 


231. Abbiamo veduto che tutto lo coniche riferite a due assi 
ortogonali sono compreso nell’ equazione unica: 

(1) t/*=2 mx + nx*, 

in cui il parametro m, e il coefficiente n Anno i valori seguenti: 


( 2 ) 


m — — , 

a 


b* 

» = =f rs i 


ove 2 a dinota il primo asse (asse maggiore nell’ellisse, c tras- 
verso nell’ ipcrbola) , c 2 b il coniugato. Il segno— à luogo per 
l’ellisse, il +per l’iperbola. Nel caso della parabola « = 0; c in 
quello del cerchio è « — — 1. L’asse delle x è il primo asse del- 
l’ellisse o dell’ ipcrbola; nella parabola è l’unico diametro prin- 
cipale cioè quello perpendicolare alla tangente coniugata; nel 
cerchio è un diametro qualunque. In tutti i casi Io chiameremo 
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primo diametro della conica, senza tema di errare. L’asse 
delle y è la tangente coniugata di questo diametro. Posto ciò 
passeremo a dimostrare alcune proposizioni generali. 

232. Teorema. — In ogni conica vi sono, in generale, due 
punti sul primo diametro, tali che la distanza di ciascuno di 
essi da qualunque punto della conica è funzione razionale del 
V ascissa di questo punto. 

In fatti, posto y — m nell’equazione (1), o risolvendo l’ equa- 
zione risultante in ar si à: 


( 3 ) 


— 1 et -J 1 -f n 
il 


m; 


questi due valori , generalmente parlando , sono assegnabili , 
qualunque sia la specie della conica; imperocché ne’ casi del- 
l’ellisse c dell’ipcrbola vl + « è quantità reale (§. 224); nel 
caso della parabola »=0, un valore di x è infinito, c 1’ al- 
tro={»i; e finalmente nel caso del circolo »=— 1, e i duo va- 
lori (3) coincidono nell’unico x — m. 

Si taglino sull’asse delle x (primo diametro della conica) le 

porzioni AF,AF' eguali rispetti- 
vamente ai valori (3), c s’avranno 
due punti F,F' a distanza finita 
ne’ casi dell’ellisse e dell’ iperbola; 
in quello della parabola, uno dei 
punti F,F' passa all’infinito; c 
nel caso del cerchio, questi punti 

coincidono in un solo. 

Sia M (j J y') un punto qualunque della curva, o sarà: 

(4) y' t =2mx' + nx'*: 

dinotante con a il valore (3) cioè ponendo: 



(5) m [- 1 ± V1+m] : n-<t, da cui n = [»i*-2»i*] : a-, 
potremo scriver la (4) così: 


g^-2mx'- 


- 2m% 


x' 1 ; 


sommando quest’equazione coll’identità (x' — a)* — x' 1 2xr'-i a ! , 
e osservando clic se FM si à y' t +{x'—a) t — s*, risulta: 



quindi è vero ciò c. b. <1. 
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233. Ciascuno de’ punti F,F' si chiama fuoco: e la distanza 
d’un punto qualunque della conica dal fuoco si chiama rag- 
pio vettore. 

234. Teorema. — Una conica non à che due soli fuochi, e 
propriamente quelli del teorema precedente. 

In fatti sia («£} un punto qualunque preso nel piano della 
conica; se esso è fuoco la distanza s — \‘{àf — a)* + (y* -- p) 1 tra 
il detto punto e un punto qualunque della conica deve essere 
razionale. Ora svolgendo i quadrati soggetti al radicale si à: 

s* = or* -2%x' + a* + y* - 2 $ 1 / + ? , 

c già si vede che per poter essere z razionale è d’ uopo che 
manchi il termine 2$y', il quale è irrazionale in virtù dell’e- 
quazione (4) qualunque sia il punto fx'ij') della conica; quindi 
dev’essere £ — 0, cioè il fuoco deve stare sul primo diametro; 
nel tempo stesso risulta 2%r' f a* -t y’*, o vero ponendo 

per j/'* il suo valore (4), risulta: 

z* = (1 + - 2 (a - m) x' + a 1 ; 

c perchè z riesca razionale qualunque sia ad, è necessario e 
sufficiente che il secondo membro sia un quadrato perfetto, il 
che conduco all’ equazione (a -- m)* = a* (1 -f ») , che risoluta ri- 
spetto ad a dà gli stessi e identici valori (3); ond’è vero c. c. b. d. 

235. Nelle coniche dotate di centro i due fuochi sono egual- 
mente lontani dal centro; imperocché, secondo la (3), la semi- 
somma dello loro distanze dal vertice A b——m:n, c questa 
è l’ascissa del centro al vertice (§. 224;; quindi segue che i 
valori (3) sono nel tempo stesso le distanze d’ un medesimo 
fuoco dai due vertici A, A' della curva; e poiché il prodotto di 
dette distanze è =— ni 1 :n, e questa espressione è il quadrato 
del semiasse OB=i coniugato di OA — a , cosi nelle coniche do- 
tale di centro , ciascun fuoco divide il primo asse della curva 
in due semmenti, il cui rettangolo è uguale al quadrato del se- 
miasse minore delV ellisse, o del non trasverso dell’iperbola. Cosi 
Apollonio definì i fuochi. Perù questa definizione non è esatta, 
perchè la formola (3) à luogo benanche quando gli assi sono 
obbliqui, ma lo stesso non avviene per la formola (6), la quale 
non può aver luogo se gli assi non sono ortogonali : onde la 
definizione d’ A pollonio sussisto ancora rispetto a due diame- 
tri coniugati , ma allora i due punti del diametro maggiore o 

Burini Geom. Analitica. 10 
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trasverso non sono più fuochi, nel senso che la distanza di 
ognuno di essi da un punto qualunque della conica ò funziono 
razionale dell’ascissa di questo punto. 

236. Le ordinate corrispondenti alle ascisse (3) ànno per va- 
lore comune »», cioè la metà del parametro, o quindi risulta 
clic in una conica qualunque il parametro è il doppio dell' or- 
dinata che passa per un fuoco. 

237. Teorema. — .1 ciascun fuoco d’ima conica corrisponde 
una retta tale, che il rayyio vettore d’ un punto qualunque della 
conica à un rapporto costante con la distanza dello stesso punto 
da quella retta. 

Infatti l’espressione (6) può essere scritta così: 



ora, stando ai significati di n c di m, la frazione in parentesi 
è una retta, al pari di f , c ponendo: 

, j ix — m , 

(7 d= x , ne viene 8) s — ± d. 

' ' a — m ' a 


Ora se si taglia AH=a*: (a — m), c per H si conduce la per- 
pcndicolaro ad AA’, sarà, secondo la (7), d la distanza del 
punto SI (fi/') da quella perpendicolare; quindi, perchè il rap- 
porto (a—*»): a ò costante per qualunque punto della conica, 
così in virtù della (8) il teorema è vero. 

238. La retta HB del teorema precedente si chiama diret- 
trice; e in ciascuna conica vi sono, in generale, due di tali 
rette corrispondenti ai duo fuochi, ciascuna a ciascuno. 

239. Dalla (5) si traggono le seguenti forinole: 


a— in — 1 ± \/l 


=tV1+*> 


— \ — \I1 -p» 

i — i ± V i + * 


t /, 1 \»t 

V vl + »/ n 


<x-m \ll+n « 
quindi lo (7) e (8) divengono rispettivamente: 

( 9, (10) s= rfVT+s, 

y ] 1 + n n 

avendo ommesso il segno — , clic si presentava nella (10), per- 
chè z e d si considerano in valore assoluto. 
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Inoltre, essendo a*: (a— m) la distanza della direttrice dal 
vortice, si deduce che, se l’equazione d’una conica ò la (1), 
quella della direttrice è la seguente: 


(H) 



1 \ in 

v i -+-»/ n 


240. Passiamo ora a considerare ciascuna conica in partico- 
lare, e cominciamo dalla 

Ellisse. — In questo caso ?»=£*: a, »= — J*:a*, quindi, di- 
notando con a', a" i valori (3); con d',d" i valori di d della (9), 
e con r',r" quelli di z della (10) corrispondenti a quelli di d, 
e posto, per brevità, 

C=\d t — b 1 , avremo: 
a'-a-c, a"=a + c, 
j, a*-c(a — x) j,, »*tc(s-ì) 

(l • — - ' j Ut — % 

c c 


( 12 ) 

(13) 

(14) 


(15) 


r c 2 c , a*-e(a-x) a* i c{a -x) 

¥ = 7 = to' {Uir ~ « ’ r = ~ 


avendo soppresso, come inutile, l’apice di x. Ora , perche le d 
ed r risultino positive, osserveremo clic, nel caso in esame, x 
non può uscir dai limiti zero c -2a (§. 218), quindi fra questi 
limiti ò sempre, in valore assoluto, a — x<a; nel tempo stesso, 
secondo la (12) ò pure c<a, quindi, perché d',d",r',r" risul- 
tino positive, basta soltanto mutar il segno nelle espressioni 
di d" c r"; e però avremo definitivamente, per l’ellisse, 


(17) 

j, a*-c[a-x) 
*•” e ’ 

a*+c{a-x) 

* c 

(18) 

a*-c(a-x) 
a ’ 

r" f — a C ' a — — ; donde si trae 
a 

(19) 

<r e + <*",=2a* 

: c , r’ 9 + r” e =.2a, 


o da quest’ ultima formola si à il teorema: nell’ellisse la somma 
de’ raggi vettori è ugnale al grand’ asse. 

241. Sia l’ellisse ABA'B' (fig. §. 232); c siane l’asse mag- 
gioro AA'— 2a, o il minore BB' = 2ò: descrivendo col centro B 
e con un intervallo = CA= a un arco, questo taglierà l’asse AA' 
in due punti F,F' tali che CF=CF'= Va 1 — 6*=c; laonde sarà 


(20) AF^a-c— a’, AF'=a-H?=a", 
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cd F,F' saranno i fuochi. La distanza FF' chiamasi distanza 
focaie, c il rapporto c:a, tra la metà di questa distanza e 
il primo semiasse, si chiama eccentricità dell’ellisse. E qui 
meglio si vede come i fuochi disiano egualmente dal centro. 
Inoltre rispetto al vertice A, p. e., il fuoco F è più vicino, 
«1 F' è più lontano; la distanza del primo da A risulta dalla 
forinola generale (3), prendendo il segno supcriore, c quella 
del secondo risulta prendendo il seguo superiore, e quella del 
secondo risulta prendendo il segno inferiore; e porti la prima (17) 
c la prima (18) si riferiscono ad F, c lo seconde ad F'. 

242. Le forinole (17) possono essero scritte al segmento modo : 

gl gl 

[a~x], d\— \-{a-x)', quindi, poiché a— ar— CI*, cosi 

c c 

tagliando lo duo porzioni CH,CH' ciascuna eguale a una terza 
‘proporzionale in ordine alla metà della distanza focale c , e 
al semiasse maggiore a, saranno H,1I' i punti in cui le di- 
rettrici HD,H'D' incontrano l’asse maggiore: di queste diret- 
trici la prima è corrispondente di F e l’ altra di F'. E secondo 
le (17) o (18), o pure secondo la (15), deduciamo che nell’ el- 
lisse il rapporto del raggio vettore <C un punto della curva, ri- 
spetto a un fuoco , alla distanza dalla direttrice corrispondente, è 
uguale a quello della distanza focale all’asse maggiore. Questo 
rapporto si chiamava ragione determinante. 

243. La differenza a— x ò massima per x—0, cioè al vertice 
A, ed è minima per x=2a, cioè al vertice A'; quindi, in virtù 
dello formolc (17) o (18), r' e e d' c sono minimi pel vertice A, 
e massimi pel vertice A'; e il contrario avviene per r" r e d" t . 
E quando x— a, cioè ai punti B,B', risulta r\~r" t , d' t —d!' f - 
Pertanto ai vertici della cura s’ anno i massimi e minimi raggi 
vettori, e le massime e minime distanze alle direttrici; e agli 
estremi dell’ asse minore si anno raggi vettori eguali, e distanze 
alle direttrici anche eguali. 

244. Giova notare che se N,N' sono punti fuori del peri- 



metro della curva, c supponiamo che sicno 
sulla medesima perpendicolare MP all’asse, 
congiuntili coi fuochi F,F' ne risulta ad 
evidenza FN + F'N > FM + F'M > FN' + F'N'; 
quindi, secondo il teorema del §. 240, si con- 
chiude che se nel piano d’ un’ellisse si pren- 


da un punto, le evi distanze dai fuochi sieno r,r', esso starà 
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fuori iella curva , sul perimetro, o dentro della curva, secondo 
che r-f r'>2a, r + r' — 2a, r + r'<2a, essendo 2a l’asse maggiore. 

245. Iferbola. — Iu questo caso tn — 4*: a; » — A*: a ! , quindi, 
posto per semplicità, 

(21) c=\ r à*+b t , 

o ritouendo le medesime denominazioni precedenti, ricaveremo 
dalle formolo (3), (91, (10): 


(22) 

a' -c-a, a"=-(c-ta), 

(23) 

c[a+x)-a* cfa+xì+a * 

c 

e 

(24) 

_c[a-\-x)-a* 

a 

c[a+T)+a* 

a 


Ora, per vedere in che modo risultano positive, 

osserveremo che, nel caso attualo, x varia da— so a— 2 a, o 
da 0 a-foo (§. 2241: nel primo caso ò, in valore assoluto, 
a+x>a, c per la (21) c>a, quindi c[a + x) è negativa, e, in 
valore assoluto, è maggiore di a 1 ; laonde i numeratori delle 


(23) e (24) sono entrambi negativi ; nel secondo caso poi detti 
numeratori sono positivi. Pertanto, perchè d' ,d" ,r',r" risultas- 


sero positive, convien dare a quello espressioni le seguenti forme: 

,25) d' .=£>+*), ^ = .g+£(«j*) ) , 

1 c 4 c ’ / pel ramo a 

, , , , „ , > sinistra: 

(26) r , «_£(a+£) r , afc(ai-x) l §. aog .) 

a a ) 


(27) d\=-- l-£!£±fi, rf » t _ a*+c(a-fJ) ^ 1 

c c ( pel ramo a 

(28) r' — a *~ c ' a + :r ) r „ a t j-c(a+x) l dritta. 

In ogni caso, osservando che d" i >d' i , r'\ > r \ , si à: 




CF'=CF = AB= \'a t +b i =c, sarà AF — 
C -a, AF'=cfa, ed F,F' saranno i fuo- 
chi. Il rapporto c: ab l ’ eccentricità dcl- 
l’iperbola. Similmente, tagliando CH = 
CU' —alla terza proporzionale in ordine 
alla inclù della distanza focale e al se 
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miasse trasverso, saranno H,H' i punti in cui le direttrici 
HD,H'D' incontrano l’asse trasverso, com’è agevole verificare. 
E ponendo ad esame le precedenti formolo, come si ò praticato 
nel caso dell’ellisse, no deduciamo i teoremi seguenti: 

In ogni ipcrbola, 1.® — la differenza de’ raggi vettori d'uno 
stesso punto è uguale all’asse trasverso (2*, 29). 

2. ° — Il rapporto tra le distanze d’un punto da un fuoco e dalla 
direttrice corrispondente ( o vero la ragione determinante ) è uguale 
a quello della distanza focale all’asse trasverso (3.", 29). 

3. ° — I vertici ànno i minimi raggi vettori e le minime distan- 
ze dalle direttrici. 

247. Se N è un punto fuori dell’ ipcrbola, congiuntolo coi 
fuochi F, F' una di queste congiungenti incontrerà la curva 
in un punto M, c avremo F'N <F'M -f MN, ed FN— FM + MN; 
quindi F'N-FN<F'M— FM, o sia (§. pre. l.°) F'N— FN<AA'. Se 
poi si considera un punto N' entro la curva si à M'N’>F'N'-f F’M', 
ed FN'-FM’fM'N'; quindi FN'>FM'+F'N'-F'M', FN'-F'N'<AA'. 
Pertanto, se nel piano d’nn’ ipcrbola abbiasi un punto, le cui 
distanze dai fuochi sieno r,r', esso starà fuori della cuna, sul 
perimetro, o dentro della curva, secondo che r-r'<2 a, t-r'—2a, 
r-r’>2 a, essendo 2 a l’asse trasverso. 

248. Parabola. — In questo caso n — 0, e do’ due valori (3) 

Y uno ò=jM, l’altro 6 infinito; sì che tagliando 

/ OF = {j», cioè eguale alla quarta parte del 

E A\ parametro , sarà F uno dei fuochi , mentre 

/ \ l’altro cade all’infinito. 

H — ò\P~F 3< Per avere dalla forinola (9) il valore di d, 
\ che in questo caso si presenta sotto forma in- 

determinata, si moltiplicheranno i termini 
della fraziono (9) per c quindi, fatte le riduzioni, si 

porrà n—0, donde risulterà: 

(30) d' p -x+~m, d" p — x , 
e quindi , secondo la (10) , s’ avrà : 

(31) r' p -x + \m=d’ p , r"„=o c. 

Secondo la prima (30), tagliata OH = \m = OF, sarà II il punto in 
cui una direttrice HD incontra l’asse; l’altra cade all’infinito. 

249. I)a ciò risultano i seguenti teoromi relativi alla parabola: 

l.° — delle due direttrici una dista dal vertice per quanto ne di- 
sta il fuoco, e cade fuori della curva ; l’ altra è posta all’ infinito. 
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2. " Per ciascun punto il raggio vettore è uguale alla distanza 
dalla direttrice, o sia la ragione determinante della parabola è = 1. 

3. ° Il minimo raggio vettore, e la minima distanza alla diret- 
trice, s’ unno nel vertice della curva. 

Finalmente, considerando un punto preso fuori o dentro la 
curva si giugnerà, come altrove §§. 244 , 247 alla seguente 
conclusione: se nel piano d’ una parabola s’à un punto, le cui 
distanze dal fuoco e dalla direttrice sono espresse rispettiva- 
mente da r ed r', il punto sarà fuori della curva, sul perime- 
tro, o dentro la curva, secondo che r > r',r=r',r < r'. 

250. Cerchio. — Per questa curva m — a raggio dol cerchio, 
ed »=— 1; quindi i valori della formola (3) divengono entrambi 
eguali ad a; la (9) dà per d valori infiniti; e la (10) sostituen- 
dovi prima il valore (9) di d, e quindi ponendo m = a,n = —\, 
dà s — a. Pertanto, in ordine al cerchio abbiamo i seguenti teo- 
remi .- l.° i fuochi del circolo cadono nel centro; 2.° le direttrici 
sono a distanza infinita ; 3.° il raggio vettore d’ un punto qua- 
lunque del cerchio è il costui raggio. 

Da ultimo, essendo in generale v.d—^Jl + n , sarà nel caso 
attuale z:d= 0, cioè la ragione determinante del cerchio é nulla. 

251. Coniche omofocali. — Abbiam veduto che nell’ellisso 
la distanza focale 2 c è data dalla formola a t — b t —c i . Suppo- 
nendo la curva riferita ai suoi assi , la sua equazione ò ahf+b*! 1 
~a i b t , o messovi per b 1 il precedente valore diviene: 


(32) 



=i; 


or se supponiamo in quest’equazione rimaner costante c, e pren- 
diamo per a qualunque valore ad arbitrio, sempre però > c , 
avremo altrettante ellissi concentriche, e con gli stessi fuochi; 
tutte queste ellissi si dicono omofocali, o confocali. 

Similmente per l’iperbola c*=a*+b*, e l’equazione della curva 
rispetto agli assi è a‘ t y t — b t .r 1 — ~a ì b t , la quale, sostituendovi 
per i* il suo valore tratto dalla precedente eguaglianza, diviene 


(33; 



/ 
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CAPITOLO IX. 

TangentP normale, asintoti , diametri c polare delle coniche. 

252. Abbiasi una conica data dall’equazione generale: 

(C) Ax* \ 2Bsy+Ct/ ì r2Dx+2£g+F—0 ; 

sia a l'angolo clic una retta riferita agli stessi assi rettango- 
lari, ai quali b riferita la (C), forma con l’asse dello x ; sia 
(a;,!/,) uu punto dato jier cui passa questa retta, e si ponga per 
semplicità sena — v, cosa = n ; così l’equazione della rotta sarà: 

(r) *-«i=y (y-y,)> 

o, se si vuole, la stessa retta sarà rappresentata dall’equa- 
zione continua: 

(!) (36,110), 

essendo f la distanza d’ un punto qualunque (.ry) della retta 
dal punto (x t y,). 

253. Posto ciò, volendo determinare i punti d’ intersezione 
della curva (C) e della retta (ri , bisogna supporre le equazioni 
(C) od (r) o puro (1) verificate dagli stessi sistemi di va- 
lori x,y. Ora prendendo i valori di x ed y dallo (1), c sosti- 
tuendoli nella (C) ne risulta un’equazione della forma: 

(2) Qp*+ 2Rp + S— 0, essendo 

| Q=Ap*+2B^+Cn*, R=(Ax % +Bg t \-D)y.+[Bx x +Cy i +ll)'t, 
( ’ | S -Ax t *+2Bx,y l + C'j/, , -(-22)ì: 1 +2 J'i/,+2'. 

254. Lo radici p',p'' della (2) sono le distanze del punto P 
(ar,!/,) dai punti A1,M' in cui la retta (r) condotta per P in- 
contra la curva; questi punti poi possono essere reali e distinti, 
reali e coincidenti, o pure immaginari^ secondo la natura di 
dette radici; nel primo caso la retta (rj si dice segante reale, 
e nel terzo segante immaginaria. In ogni caso il prodotto p'p" 
o sia il rettangolo PMxPM', ò dato dalla formola 

(41 p'p" = S:Q [E.A. n.° 317). 

255. Secondo questa formola possiamo dimostrare il seguente 
Teorema. — Da qualunque punto preso nel piano d’tina co- 
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mica si conducono due seganti •parallele a due direzioni date , 
il rapporto dei rettangoli dei strumenti intercetti tra il punto 
e la cuna è costante. 

Infatti menando per lo stesso punto P (x,y,) un’altra retta 
fr'), chiamando p',v',(i' le quantità analoghe a g,v,Q, o di- 
notando con N,N' i punti d’incontro con la conica, avremo 
PNxPN'=/S: Q'; ma si à pure PMxPM'=&:Q, quindi: 

, PM xPM'__ Q,' 

W PN X PN' — Q ’ 

ora il secondo membro è indipendente dal punto e di- 

pende invece dalle quantità g,v,[j/,v' contenute in Q' e Q, se- 
condo la prima formola (3), o sia dipende dalle direzioni delle 
rette (r) ed (r*); onde se queste direzioni sono sempre le stesse 
qualunque sia il punto P, il rapporto (4) è costante, e il teo- 
rema rimane dimostrato. 

256. Corollario. — I rettangoli de’ semmenti intercetti ri- 
spettivamente da due seganti condotte da uno stesso punto ad 
una conica stanno tra loro come i quadrali de’ semidiametri ri- 
spettivamente paralleli. 

Infatti se pel centro 0 della conica conduciamo due diame- 
tri rispettivamente paralleli alle rette (r),(r'), e sieno Olì, OR' 
le metà di questi diametri, avremo pel teorema precedente: 

PMxPM' OR yOR OR* 

(C ' PN x PN 7 ~ OR' x OR' ~ OR 7 *' 


257. Espressione della corda d’ una conica. — Allorché 
il punto (ar,;/,) sta sulla curva si à 8— 0 secondo la terza (3) 
e l’equazione (C), ondo delle due radici della (2) una sarà nulla 
e l’altra sarà = — 2R : Q. In questo caso il punto P (.r,t/,) coin- 
cide con uno de’ punti M,M', poniamo col primo, e la radice 
non nulla rappresenta la corda MM', onde avremo: 


(?) 


corda MM' = - 2 


(Ax,+Bg t +D)y. h[Br t +Cy,+E)'i 
Aja 1 f2»jAV4-6V 


258. Condizione perchè una retta tocchi una conica in' 
un dato punto. — Supponendo il punto M fisso, e l’altro M' 
accostarsi continuamente o indefinitamente al primo, la corda 
MM' tenderà al limite zero; e la segante che determina que* 
sta corda tenderà a prendere la posizione della tangente nel 
Rubini — Geom. Analitica. 17 
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punto M; quindi perchè la retta (r) sia tangente la conica nel 
punto M bisogna supporre conia MM' = 0, o vero: 

*8) [Ax { +Bij t rD)'p^[Bx t +Cy,+E)n-0; 

c questa è la condizione perchè la retta data dall’equazione (r) 
tocchi la conica data dadi’ equazione (C) nel punto (x,y t ). 

259. Equazione della tangente. — Se per mezzo della pre- 
cedente condizione 8) eliminiamo dall'equazione (r) il rapporto 
ja : v , avremo l’equazione: 

(T) [ÀXi+BijtVD) [x-x^+iBxt+Cijt+E) (y-y t }=0, 
la quale sarà quella della tangente la conica (C) nel punto (x,y,'; 
imperocché la costante fi: v contenuta nell’equazione della retta 
jr) è stata determinata con la condizione (8), che stabilisce il 
contatto fra la retta e la conica. Eseguendo la moltiplicazione 
po’ soli termini — x, c — , e tenendo presento che per essere 

(x,t/,) un punto della conica si à: 

(9) Ax*+2Bx t y,+Cy*+2Dx t +2Ey t +F=0 , 
si potrà dare alla (T) la forma seguente: 

(T’) ( Ax l +B>j t +D}x+[Bx l +Cy t +E)y+Dx t +Fy,+F-0 . 

260. Se l’equazione della conica è al vertice, o al centro, cioè: 

(10) y*-2»LE-*x*=0, o (11) *y+«r*=a*J*, 
l’equazione della tangente nel punto (.r,j/,) sarà secondo la (T'j. 

(12) y x y — (iw, + m)x—mx, = 0, o (13) a 2 y,y ' r b ì x i x-a l b i . 

261. Il coefficiente angolare della (13) non varia mutando 
x,,y, in ma (x,?/,), (-x, , — y,) sono gli estremi d’un 
diametro, quindi risulta il seguente 

Teorema. — In ogni conica dotata di centro la tangente negli 
estremi d’un diametro sono parallele; e reciprocamente se due 
tangenti sono parallele, i punti di contatto sono gli estremi 
d’un diametro. 


262. Xcl coso dell’ iperbole abbiamo particolarmente il teo- 
It'rcma: il punto di contatto bisega la porzione 
// di tangente compresa fra gli asintoti. Infatti, 
/ l'iperbola, supposta riferita ai suoi asintoti, à 
yK / per equazione xy — k ì (§. 226), e però l’equa- 

\Lj zione della tangente nel punto M (x,j/,) , se- 

, ■ condo la (T), è x,y+y t x—2k 7 , onde CT— 2/f 1 :;/,, 

1 \ PT=(2à*— x,j/, ) : {/,=*,!/, = cp i ma Ml> è 

T\j^ parallela a CK, quindi MS - MT, c. b. d. 
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263. Equazione della betta de’ contatti. — Se la tangen- 
ta [T) o (T') deve passare per un dato punto {x’y'), dev’essere: 

t a ) [Ax l -\-By i +D)x'+[Bx t -> r Cij l -\-E)y'+Dx l +Ey l +F-0 , 

e quest’equazione insieme con la (9) serviranno a determinare 
il punto di contatto [x t y t ) t cho ora ò ignoto. Da ciò si vede 
che vi saranno, in generale, due di questi punti , e operando 
come al §. 178 si fece relativamente al cerchio, si conchiuderà 
che da un punto si possono condurre due tangenti , una sol- 
tanto, o nessuna, secondo che quel punto è fuori della conica, 
sulla conica, o dentro di essa. 

In ogni caso per determinare geometricamente i due punti 
di contatto, reali o immaginarli bisognerà {§. 179) costruire 
la retta (a) considerandovi x',y' come quantità data e x,,y l 
come variabili; onde, ponendo x t ,y , invece di x',y' e x,y in- 
vece di x,,y, , la retta ila costruire sarà: 

(c) (Ax l +By i ^-D)x-r(Bx i - ! rCy t +E]y-\-Dx t -\ Fy t +F-0, 

e passerà pe’ punti di contatto, siano questi reali o immagi- 
narli. Pertanto la (c) è l’equazione della retta de’ contatti delle 
due tangenti condotte dal punto (x,y,) alla conica (C). Essa è 
sempre assegnabile, sieno qualunque i punti di contatto. 

264. Paragonando quest’equazione con la (T') si deduce, che 
la stessa equazione (c) o (T') rappresenta la tangente, se il punto 
(x,y,) sta sulla conica; e rappresenta la retta de’ contatti, se 
questo punto non sta sulla cure a. Dicasi altrettanto dell’equa- 
zione (12j e della (13!. 

265. Equazione della normale. — Si chiama normale d’una 
conica la retta condotta pel punto di contatto perpendicolar- 
mente alla tangente. Quindi se l’equazione della tangente è 
la (T), allora, supposto essere ortogonali gli assi delle coordi- 
nate, l’equazione della normale nel punto (af,y,) , sarà (§. 113): 

(N) (Bx t +Cy t +B) (x-x,)-(Ax i +£y l +D) (y~y,)-0 ; 
se poi l’equazione della tangente è la (12), quella della nor- 
male sarà: 

( 14 ) + 

e finalmente se la (13) è l’equazione della tangente, quella 
della normale sarà: 

(15) a*y, x - jr t ) — é*;r,(i/ — y,) =0. 


i 
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266. Si tenga bene presente che le equazioni (NI, (14) e (15) 
àn luogo soltanto quando gli assi delle coordinate sono rettan- 
golari , il che non avviene per le equazioni (T),(T'), (12) e (13) 
della tangente, clic non mutano qualunque siano gli assi. 

267. Lunghezza della tangente e della nokmale. — Sut- 
tangente e subnormale. — Si chiama lunghezza della 
tangente, o semplicemente tangente d’una conica, la por- 
zione di tangente compresa tra il punto di contatto e uno degli 
assi coordinati, il quale ordinariamente è quello delle x. Si- 
milmente lunghezza della normale, o soltanto norm ale 
d’una curva è la porzione di normale compresa fra il punto di 
contatto è uno degli assi coordinati. 

Si chiama suttangcnte la projezione della tangente su un 

asse delle coordinate; e simil- 
mente la sunnormalc è la 
projdziono della normale sullo 
stesso asse. Così essendo AÀ' 
l’asse primario, o vero il 
primo diametro della conica 
(§. 231); M un punto della curva, MT la tangente indefinita, 
MN la normale anche indefinita; sarà MT la tangente, MN la 
normale, PT la auttangentc NP la sunnormalc rispetto ad AÀ'. 

268. Per trovaro le espressioni della suttangcnte e della sun- 
normale supporremo la conica rappresentata dall’equazione al 
vertice A, cioè dalla (10) i/ 1 — 2>«x — ».r* = 0: in questo caso l’e- 
quazione della tangente ò la (12), dalla quale, posto y—0, si 
mix . 

trae x — AT — — — ; inoltre AP=— a?,, e la suttangentc 

m + nx , 

PT = PA + AT; onde posto PT = s t sarà in valore assoluto: 



(16) 


(2?» + nxìx 

Sf — , 

ìli + «X 


e questa è l’espressione della suttangcnte in un punto (xy) della 
conica, quando l’equazione di questa curva à la forma (10). 

è 1 b * 

269. Nel caso dell’ellisse in — — , n — ; ; in quello del- 

a a 1 

b i p 

l’iperbola m = — , » = -*; nel caso della parabola »=0; e final- 
a or 

mente nel caso del cerchio m—r {raggio del cerchio) ed *= — 1; 
quindi, secondo questi valori e la (16), la suttangentc dell’el- 
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l’cllisso, dell’ipcrbola, della parabola e del cerchio, se le co- 
storo equazioni sono quello al vertice , sono rispettivamente : 


(17) 


s,= 


(2 a— x)x 
a — x ' 


*i= 


(2a+x)x _ 
«+x ’ 


s,=2x; 


(2r-.rix _ 
r — x ’ 


da queste espressioni si posson trarre quelle relative al caso in 
cui l’equazione della curva ò al centro, ponendo invece di x nella 
prima x + a, nella seconda x— a, nella quarta x + r, e si à: 


(18) 


a 1 -! 1 


$.= ■ 


r*— x* 


270. Dalla terza (17) si vede che nella parabola la suttan- 
gente è doppia dell’ ascissa del punto di contatto al vertice. 

Le rimanenti tre o meglio le (18) mostrano che nelle coni- 
che dotate di centro la suttangente è quarta proporzionale in 
ordine all’ascissa del punto di contatto rispetto al centro, e alle 
due ascisse dello stesso punto rispetto ai vertici. 

Si noti che siccome l’equazione (10) e quella della tangente 
non cambiano se, invece di prendere per asse delle x il primo 
diametro c per asse delle y la tangente coniugata, si prendano 
per questi assi un diametro qualunque e la tangente coniu- 
gata; cosi le formolo (17) e (18) e i due teoremi precedenti anno 
luogo ancora in questi casi. 

271. E giova pur notare che le espressioni precedenti sono 
indipendenti dal semiasse 6; e però tutte 
le ellissi che anno lo stesso asse maggio- 
ro 2 a, qualunque sia il minore, avranno 
comune la suttangente di quei punti che 
anno la stessa ascissa in tutte le ellissi ; 

c siccome tra queste vi ò pure il cerchio di raggio a, cosi se 
sull’asse maggiore AA' come diametro si descrive la mezza cir- 
conferenza ANA', e condotta pel punto M dell’ ellisse l’ordinata 
PM si prolunga sino ad incontrare la circonferenza in N, que- 
sto punto e il punto M avranno la stessa suttangente PT. 

272. Ponendo similmente y = 0 nell’equazione (14) della nor- 
male si à x = AN = w+«x,+x,; ma NP = AP -AN = — (?»-f »x,), 
quindi ponendo NP = «„, avremo, in valoro assoluto : 

(19) s n -m- fax, 

per l’espressione della sunnormale in un punto [xy) della co- 
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nica data dall’ equazione (10), e solamente quando l’asse delle x 
e quello delle y sono rispettivamente il primo diametro e la 
tangente coniugata. 

Dalla (19) si cavano le formolo particolari per la suttangente 
dell’ ellisse, dcll'iperbola , della parabola, e del cerchio, che 
sono in ordine: 


b % b- 

l 20 ) («-•>); («+*)» S n -m, s n =r-x. 


La terza di queste forinole mostra che nella parabola la sun- 
normale è costantemente eguale al sem iparametro ; o la quarta 
indica che nel cerchio la suunormale è la stessa ascissa del 
punto di contatto al centro, come doveva essere, perchè le nor- 
mali sono i raggi. 

273. Condizione perché una metta che passa per un punto 
dato tocchi una data conica. — Poiché la corda determinata 
dalla retta (r) (§. 252) è la differenza p' — p" delle radici del- 


l’equazione (2), e questa differenza è=2 


QS 

Q 


così se 


quest’espressione è nulla la retta (r) sarà tangente la conica, 
e all’opposto; laonde tenendo presenti i valori (3) di Q,R,S , 
e ponendo per semplicità: 


( E*-CF=A t , BE-CD-B , , 
1 | BF- DE-D , , BD-AE-E ,, 


B* AC=^C , , 
D* AF -E , , 


si à l’equazione: 

(C l y t t +2E i y t +F l )'f -2[C t x i y t +E l x l +E l ij t +D t )'p \ 
f 28 »! l (C,V+2«,»-.M,)v-r 0 ' 

esprimente la condizione perchè la retta che passa pel punto 
(x,y,) tocchi la conica (C). Essa, in generale, determina due 
tangenti. 

Sci/ 2 - 2mx 2 — nx* = 0 è l’equazione della conica, allora la con- 
dizione precedente diviene : 

(23) (»i/ 1 *+»t , );A*-2(«x 1 y l ; »jy,)ji.v f («.r,* j 2mx,)v ! -0. 

E se l’equazione della conica è quella al centro, si à più 
semplicemente per la condizione del contatto : 

(24) (4 i —;/ 1 1 )g 5 -f2.r 1 y,;:.v -(-(a 1 — 0. 
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274. So si pone — —a, t/, = ar, + {l, 1’ equazione (r) della 

i" 

retta, e la condizione (22) divengono rispettivamente : 

(r) y- or+g, 

(C,) A l a t +2B,a$ i-C,P + 2D t a+2E t $ + F t =0. 

273. Equazione della coppia di tanoenti condotte da 
un dato punto a una conica. — Per avere quest’ equazione 
basta sostituire nelle precedenti equazioni invece di ja e v i 
loro valori tratti dalle (1), e quindi secondo che l’equazione 
della conica è la (C), o la (10, o la (Ili si à per l’equazione 
della coppia di tangenti rispettivamente : 

(25) (C lVt *+2F t y t +F,) (*-*,)» f (C r l .r,*+2iJ,x,+^ 1 ) (y-y,) 1 

+2( C,x,y t + F t i \-B,y, +/>,) (x-x,) (y -y,)=0 ; 

(26) (**!/,*+ m 1 ) (x-x,) , -2(Mx,y,+»ty,) (x-®,) (y-y,) 

+(«.t, , +2wj i ) (y-y ,)*- 0 ; 

(27) (4*-y,*) (x-x,) , -f2j | y,(x— x,) (y-y, )+(«*-*«*) (y-y,}*=0. 

276. Equazione deoli asintoti — Abbiamo veduto (§. 213) 
esservi nell’ipcrbola due asintoti, cioè duo rette tali che ciascuna 
non incontra la curva che all’infinito. Volendo ora sapere se 
ogni conica ammetta asintoti, bisognerà vedere se è possibile 
determinare la retta (r) v(x— x,)=g(y-y,) in modo da incontrare 
all’infinito la conica, qualunque questa sia. Supponendo per- 
tanto che l’equazione della conica sia la solita (C), avremo l’e- 
quazione (2) cioè : 

(2) Q? + 2Rp + S=0, 

che determina i punti d’incontro della retta (r) con laconica 
(Ci; o perchè queste linee s’incontrino all’infinito, lo radici 
della (2) devono risultare infinite, per il che si richiede che 
sia Q = 0, 72 = 0, o sia, ponendo invece di Q ed li i loro va- 
lori (3), devesi avere: 

(28) Jg*+27?gv+C'v* = 0, 

(29) (^x 1 +5y,+Z))|J.4(/?x 1+ Cy t +JS’)v=0. 

La (28) dà pel rapporto g:v, che determina la direzione della 
retta (r), due valori che sono reali o distinti, eguali, o im- 
maginari!, secondo che è li 1 — AC>0, B i —AC— 0, IP -AC<0‘. 
cioè secondo che la conica è iperbola, parabola, o ellisse. Inol- 
tre jmichè p:v à due valori, e la (29) è soltanto di l.° grado 
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rispetto a questa quantità, cosi per verificare quell’equazione 
devesi avere a un tempo: 

(30) Axy+By^-D-- 0, Bxy\-Cijy+E^ 0; 

ma queste equazioni che servono a determinare il punto (j? t y ( 1 
per cui devo passare l’asintoto, sono quelle del centro della 
conica (11,195), il quale nella parabola cade all’infinito; quindi 
possiam conchiudere, che delle tre specie di coniche l’iperbola 
ammette due asintoti reali che passano pel centro, la parabola 
ne ammette uno posto all’infinito, c l’ellisse due immaginarli, 
o sia geometricamente non ne ammette alcuno. 

277. Volendo ora l’equazione degli asintoti basta eliminare 
p.:v, x A e y, dalla (r) mercè le equazioni (29) e (30). Si elimina 
primamente prendendo questo rapporto dalla (r) c sosti- 
tuendolo nella (28), il che dà: 

(31) A[x -Xy)*+2B(x-x,){ij-y,)+ C(y-y,)*-0; 

indi si ricavano dalle (30) i valori di a - , ,y, e si sostituiscono 
nella (31); ma non occorre far ciò quando si ritiene che (x,y,) 
è il centro della conica. Pertanto in quest'ipotesi la (31) è l’e- 
quazione degli asintoti, quando l’equazione della conica è la (C). 
Che se quest’ equazione è la y*-2mx— «x 1 — 0 quella degli asin- 

1)1 

toti, osservando che qui il centro à per coordinate — — e 0 , e : 

(32) (nx- »»)*— »y* =0. 

E finalmente se l’equazione della conica è quella al centro 

^j-f|j- = l, quella degli asintoti 6 (33) ^j4-|j-=0. 

278. Quando nella (31) x,,y, non sono più le coordinate del 
centro, allora quell’equazione rappresenta il sistema dì due rette 
parallele agli asintoti condotte pel punto (x,y,); e siccome in 
questo caso non àn più luogo le (30) e quindi la (29) , cosi 
la (2) non à più che una sola radice influita, e l’altra, nel 
caso dell’ iperbola, è finita; onde per ciascuna di dette paral- 
lelo vi è un punto d’incontro, e però una retta parallela al- 
l’asintoto incontra la curva in un sol punto. 

279. Diametri. — Sappiamo già che i diametri delle curve 
di 2.® grado sono rettilinei; inoltre un diametro è il luogo 
de’ punti medii delle corde parallele a una direzione data. Po- 
sto ciò se supponiamo che nell’equazione (2) 

(2) QrA V2R? vS^O 


Digitized by Google 


§. 280. tangente, normale, asintoti, ec. §. 281. 137 


sia nullo il coefficiente R, cioè sia: 

(34) [Ax l + Bij t +D)\s.+ [Bx t + Cg, + 2?)v = 0 , (3,253) 
allora le radici della (2) saranno eguali c di segno contrario, 
e quindi le distanze del punto (x,y,) della retta (r) dai duo 
punti in cui essa incontra la conica (C) saranno eguali ed op- 
poste, o vero il punto (.r,y,) sarà il mezzo della corda deter- 
minata da quella retta. Laonde se supponiamo questa retta 
muoversi parallelamente a sè stessa, e perciò rimanere costante 
v:p., allora il punto (x,i/,) variando con la posizione della 
retta (r) diverrà successivamente il punto di mezzo delle cordo 
parallele che col moto della retta s’ottengono: si che mutando 
nella (34) x,,y, in due variabili x,y, l’equazione risultante 

(35) [Ax-{ By + D)\i+ [Bx-{- Cy-\- B n — 0, o puro 

(36) Ax D -l- X [Bx-{- Cij -f- E) =0 , in cui 

(37) X=v: |t= tana (§. 247) , 

è V equazione del diametro coniugato del sietema di corde pa- 
rallele alla direzione X, cioè parallele a quella retta che fa con 
l’asse positivo delle x un angolo a che à per tangente X. 

280. L’equazione (36) mostra cho ogni diametro passa pel 
centro , corno già si sapeva (§. 203), perchò la (36), qualun- 
que sia X, indica una retta che passa pel punto comune allo 
due rette Ax+ By + D = 0, Bx + Cy + F- 0 , che son quelle che 
determinano il centro [§. 195). 

281. Inoltre chiamando a' l’angolo che il diametro (36) fa 
con l’asse positivo della x, e ponendo tana'-X’, risulta: 


(38) 


,, A + XII ,, 

A — — — , d onde 

U-..C 

4 + fl(X+X')-|-CXX'= 0; 


ora il diametro parallelo alla direzione X è il coniugato del 
diametro (36), perchò esso ò parallelo al sistema di corde con- 
iugate di questo diametro, quindi l’equazione (38) è la condi- 
zione perchè due rette condotte pel centro (xj/ 0 ) della conica, e 
aventi per equazioni rispettive: 

(39) y-y t =X[x-x t ), y-y 0 =X'(x -x # ) 
sic no due diametri coniugati. 

Se la conica ò riferita al vertice, A = -n, B— 0. C— 1 , c 
la (38) diviene: 

(40) n - XX' - 0 ; 

Rubini - Geom. Analitica. 18 
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e se la conica è riferita al centro, A = B — 0,C= e la 

a 1 tr 

(38) diviene: 

(40) «*XX'-à*^0. 

Quest’equazione nel caso dell’ ellisse dà XX'=— b*:a*, e nel 
caso dell’ iperbola, dovendo mutare b- in — i’, dà XX'=£* :«*; 
laonde nel primo caso i due angoli a, a', le cui tangenti sono 
X c X', sono di diversa specie, e nel secondo sono della stessa 
specie. Pertanto di due diametri coniugati dell’ ellisse uno for- 
ma, angolo acuto coll’asse maggiore positivo, e l’ altro forma 
un angolo ottuso. Nell’ iperbola poi tutti e due fanno angolo 
acuto, o tutti e due fanno angolo ottuso. 

282. Dinotiamo con (t,j/,) l’estremo del diametro coniugato 
del diametro (361, il quale estremo sarà nel tempo stesso un 
punto della curva, e avremo X — (y, — t/J : (x, — x 0 l , e perù so- 
stituendo nella (36), e tenendo presente che 

Ax 0 + By 0 — — D, By u + Cx 0 --E (11,195), 
l’equazione (36) prende la forma: 

(Ax ,4 Bg l +D)x+{Bx,+Cy l -^E)y+D{x l -.T u ) f%,-y„)=0 , 
c quest’equazione paragonata con la (T,254) della tangente nel 
punto (.r,!/,) mostra clic ogni diametro è parallelo alla tangente 
la conica nell’ estremo del diametro coniugalo, come doveva es- 
sere (§. 199). 

283. Se gli assi coordinati primitivi che si posson sempre 
supporre ortogonali si trasportano parallelamente a loro stessi 
finché passino jiel centro della conica, l’ equazione (38) non 
muta, si perchè A,B,C non mutano (§. 196), si perchè essa è 
indipendente dai coefficienti D, E di cui sono funzioni le coor- 
dinate di detto centro; allora l’equazione (38) mostra che i 
diversi sistemi di diametri coniugati formano due fasci omogra- 
fici in involuzione (§§. 252, 256). 

284. Chiamando e l’angolo do’ due diametri coniugati (39) 

^ ^ 

si à taiu= ■= — r-r>, e ponendo per X' il suo valore (§. 281) risulta : 

1 1 Aa 


(41) 


tane =- 


CX* +2 BX-A 


BX* + (A-C)\-B ’ 
e però se i diametri coniugati sono principali si à: 

(42) B\*+ (4-CjX-fl = 0; 

quest’equazione mostra che non vi è che un solo sistema di 
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assi, perchè, essendo —1 il termine noto, i due valori di X dati 
dalla (42) indicano due angoli a e a + 90°, i quali determi- 
nano a un tempo i due diametri coniugati che in questo caso 
sono ortogonali, e perciò sono due assi. Nel caso particolare 
che A — C, B — 0, eho è quello del cerchio, la (41) dà tans = oo , • 
e = 90°, qualunque sia X, e perciò nel cerchio ogni coppia di 
diametri coniugati è principale, come doveva essere. 

285. La (41) nel caso che l’equazione della conica fosso quella 
al centro diviene: 


(e) 


tans= — 


«*X*-fJ* 


(a 1 — i*)X ' 

Nel caso dell’ellisse, o supponendo a>b, questa forinola dà 
angoli ottusi per e, per tutti i valori positivi di a compresi 
tra 0° e 90°; laonde l’angolo di due diametri conjugati dell’el- 
lisse è sempre ottuso, quando s’intende quest’angolo esser 
quello formato dai semidiametri rivolti all’asso delle y , che 
qui coincide col semiasse minore b. Nell’ iperbola poi è chiaro 
che detto angolo ò sempre acuto, perchè gli angoli cho for- 
mano con lo stesso semiasse trasverso i due semidiametri con- 
iugati sono della stessa specie. 

286. Volendo la lunghezza d’un semidiametro p, il quale 

faccia con l’asso delle ascisse un angolo a, basterà supporre 
nell’equazione (2) R — 0, e che il punto sia il centro 

della conica : in tal caso si à : 

. -s 

(P ' P Ar? + Bpi+C\*' 

c il vatore di S è dato dalla formola (14,196), per modo clic 
non varia con la direziono del semidiametro. 

287. Polake. — La retta (r) v(x — x,)=|»( 2 /— y,) condotta pel 
punto P (x,t/,) incontra la conica (C) in due punti M,M', e 
però si può, come al §. 180, cercare il luogo del punto Q coniu- 
gato armonico di P rispetto ai punti M , M', ruotando la retta 
(r) intorno a P. Perciò sieno t,u le coordinate di Q, e p, la 
sua distanza dal punto P; avremo primamente secondo le (2): 


(43) 


f-x, 

-p> 


p V 

indi, essendo MP — p\ M'P=p", QP=p, , avremo , per indicare 
che i quattro punti P , Q , M , M' sono armonici, la nota relazione 
At , 112 

11 >”•?**• 
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Ora p',p" sono le radici della (2) Qp*+2.ftp-f-*y=0, quindi 
11 1 ? 

+ -jp = — 2 -g; così la (44) diviene: Ep,-i-S- 0 ; e in fine ri- 
mettendo per E ed S i loro valori (3), tenendo presente che 
per le (43) \Lp = t-x,,xp = u-y t , riduceudo c mutando t e « 
in x e y, si à l’equazione: 


(45) (.4x, + liij, + Dj x+(Bx, + t’»/, + E) y + Dx, + Ey, + F - 0 , 


la quale appartiene al luogo del punti coniugati armonici del 
punto 7 J (x,y,) rispetto ai punti M,M\ in cui la trasversali con- 
dotta per P incontra la curva. Questo luogo come si vede ò 
una retta; la quale si chiama polare di P rispetto alla co- 
nica (C), e all’opposto P si chiama polo di quella retta. 

288. La (45) è identica alla (15) che è la retta de’ contatti 
delle due tangenti condotto per P alla conica; quindi è sem- 
pre assegnabile come quella retta. Inoltre quando il punto {x x y t ) 
sta sulla curva, allora la (45) coincide con la (T') della tan- 
gente la conica in detto punto; onde la polare d’ un punto d’una 
conica è la tangente in quel punto. 

289. Se l’equazione della conica è la y* = 2 mx + «a*, quella del- 
la polare è 

(46) y t y—(nx x + m)x mx,-0. 

Supposto che il polo fosse il fuoco , le cui coordinate sono 


— nutimVl + » „ , ,i Al • »»/, 1 \ 

2 -,= — , j/,-0, la (46) diviene x- ( 1 ^ ) ; 

11 n ^ \ 1 + »/ 
ma questa ò l’equazione della direttrice (11,239), quindi la 
direttrice è la polare del fuoco. 

290. Secondo l’equazione (36) il diametro coniugato delle 
corde parallele alla polare (45) 6 


( Ax i-By+D ) (Bx x -\-Cy x +E)--[Ax t +By x -\-D) (Dx+Cy+E)-0; 
ma quest’equazione è verificata ponendo x—x, o y—y lt quindi 
il polo d’ una retta, rispetto a una conica , cade sul diametro 
coniugato di quello parallelo alla retta data ; e reciprocamente 
la polare d’ un punto è parallela al diametro coniugato di quello 
che passa pel punto dato. 

291. Supponiamo il polo posto all’infinito sull’asso delle y ; 
allora j, = 0, j/,~oo, o la (45), divisa prima per i/,, e quindi 
fattevi queste supposizioni , diviene Ay+Bx+D— 0, cioò il dia- 
metro coniugato delle corde parallele all’asse delle »y ; ma gli 
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assi delle coordinato anno qui una direziono qualunque, quindi 
la polare d’un punto all’ infinito è un diametro; sì che un dia- 
metro di una conica è la polare del punto all’infinito. 

292. Per contro, se la retta (45j passa all’infinito, quell'e- 
quazione devesi ridurre al termine noto (§. 88) , e però de- 
v’essere Ax t + Btj t +D = 0, Bx, + Cìj, + £=0; queste equazioni 
indicano che il punto (j-, 1/,1 é il centro della curva (§. 195), 
quindi il polo d’ una retta all’ infinito é il centro. 

293. Sia MN una retta c P (x,y t ) il suo polo rispetto alla 

conica; l’equazione della MN 
sarà la (45); e se [x'ìf) é un 
punto qualunque della MN, x',y' 
devono soddisfare la (45), che, 
postovi x' ,y' invece di x,y po- 
trà scriversi così: 

(.tx’ + Bj' 4- D)x | \ 

+ (fix' + <y+%, Ut); 

+ Dx' + Ey’+ F ) 
or quest’equazione, è, secondo la stessa (45) , quella della po- 
lare del punto (x'i/'J quando le variabile x,y si rimpiazzano con 
le coordinate x,,i/, del polo P; e poiché (x'y'j è un punto qua- 
lunque di MN, ne segue che le polari de’ diversi punti d’una 
retta passano pel polo di quella retta. 

294. Da ciò segue che essendo MN la polare di P, c con- 
dotto il diametro PP', la polare M'N' di P' passerà per P; inol- 
tre sarà parallela ad MN , perché entrambe le polari MN, M'N' 
sono parallele al diametro coniugato di PP' (§. 290). I due punti 
P,P' si dicon poli coniugati. 

295. Sia (x,j/,) un punto qualunque; la sua polare sarà la (45); 
quindi se questa polare devo passare pel punto P (x'if) , le 
coordinate x',y' devono soddisfare la (45), che postovi x',y' 
in luogo di x,y può scriversi così: 

(Ax'+By'+D)x l +{Bx'+Cy'+E]y t +Dx'+Ey'+F—0; 

or quest’equazione è quella della polare di P, quando per x,y 
si sostituiscono x t ,y t ; dunquo il luogo de’ poli delle diverse 
rette che passano per un punto , e la polare di questo punto. 

296. Da questo teorema o dall’altro del §. 289, conseguita 
che le coppie di tangenti menate per gli estremi di qualunque 
corda condotta pel fuoco, s’incontrano sulla direttrice ; impo- 
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rocchè il polo di detta corda è il punto d’intersezione di quelle 
tangenti, quiudi deve cadere sulla polare del fuoco, la quale 
è la direttrice. Inoltre la congiungente il punto d’ intersezione 
de/le due tangenti eoi fuoco sarà perpendicolare alla corda focale. 

297. Ancóra, se per un punto qualunque P si menano comun- 

p que due seganti P.\f.V,PNN', e pe’punti d’in- 

// tersezione si conducono le coppie di tangenti 
' A/ Q , M ' Q ; XQ ',N'Q' , la conginngente QQ' 

\ / r sarà polare di P, e il punto R sarà polo 

\ / della PQ. Imperocché PAI' è polare di Q c 

; PN' di Q', quindi (§. 293) P è polo di QQ'; 

g c quiudi R 6 polo di PQ. 

298. In fine se si conducono due tangenti QM, QM' e una 
retta qualunque QR,(QP) , la quarta armonica di queste tre rette 
deve passare pel polo P (o R) di quella retta. 

299. I teoremi de’§§. 293 e 295, reciproci l’uno dell’altro, mo- 
strano che, rispetto a una conica, alla serie di rette condotte 
per uno stesso punto P, corrispondo una serie di punti allo- 
cati in una retta QQ'; e, reciprocamente, alla serie di punti 
d’una retta QQ', corrisponde una serie di rette che passano 
per uno stesso punto P: e però se in una conicavi sono tre o 
più punti per dritto, vi s arati pure tre o più rette concorrenti 
in un punto; e reciprocamente. I)i questi sistemi di punti e di 
rette ciascuno s’addimanda polare reciproco dell’ altro. 

300. Volendo determinare il polo d’ una retta data 

(47) 

rispetto alla conica (C), si chiamerà (x t y t ) questo punto; al- 
lora la polare corrispondente avrà per equazione la (45), e quin- 
di perchè la (47) sia polara del punto (*,»/,) dev’essere : 

( Dx,+Cy t +E)\+Aj-, +By t + D =0 , 

1 j ( Bx t +Cy l +E) V .~(Dx,+F.y ì +F)=0- } 


queste equazioni non solo determinano il polo (x,y t ) della retta 
(47); ma all’opposto dato questo punto, determinano la corri- 
spondente polare (A|i). 
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CAPITOLO X. 


Teoremi diversi intorno ai diametri coniugati , alle corde 
supplemenlarie , alle tangenti , agli asintoti , alle polari. 


301. Sia (1) — + “ = 1 l’equazione d’ una conica dotata di 

Or o z 


centro; siano a il semiasse primario e b il secondario. Dinoti 
O il centro della conica, ed M (,ry) un suo punto qualunque ; 
pongasi OM=a' che sarà un semidiametro, c sia a 1’ angolo 
che esso fa col semiasse positivo a; posto ciò avremo x^a'cosa, 
|/=a'sena; e poiché (ti/) ò punto della curva questi valori de- 
vono soddisfare la (1); onde fatta la sostituzione otterremo: 


( 2 ) 



cos’a 

a* 


scn ? a 
— ¥~' 


Da questa forinola, messovi 1— cos ! a in luogo di sen s a, e 
posto a*— iP—ate* , in cui e dinota l’ eccentricità, si trae: 


(3) 


b * 

1 - e*cos*a ’ 


ora, nel caso deH’cllisse, il denominatore di questa frazione é 
minimo e quindi a' è massimo quando cosa=l, cioè* a' — 0; 
allora a' , ==4* : (1 — «*)— a 1 , cioè a! — a. Per contro a' b minimo 
quando cosa = 0, o sia ai—S 0°, e allora a'—b. Onde il diame- 
tro massimo dell’ellisse è V asse primario , e il diametro mi- 
nimo è l’asse secondario. 

Ts'el caso dell’ iperbola in cui b- si muta in — ì*, la (3) diviene: 


e in tal caso e>l, onde a’ risulta minimo quando cosa=l , 
cioè a = 0, c si àa'*=4*:(**— l)=a*, o veroa'=a; onde l’asse 
trasverso è il minimo diametro reale. Crescendo a , diminuisce 
il denominatore della (4) c perciò cresce a' rimanendo reale fin- 
ché non è cosa = — ^ c quindi tana = — ; allora a'= oc. 

* v'a’rè* « 

Continuando a crescere a, a' diviene e continua ad essere im- 


Digitized by Google 



144 §. 302. PARTE PRIMA - OEOMETRIA NEL PIANO §. 304. 

maginario, finché non sia tana , c allora nuovamente 

a'~oo; dopo di che tornerà a decrescere a' sino a divenire di 
nuovo eguale ad a, quando sarà a=180°. Ora la condiziono 
tana=±i:« è quella che determina gli asintoti, quindi lutti 
i diametri compresi negli angoli asintotici, che contengono V i- 
perbola sono reali ; fuori di quest’angolo non vi sono più dia- 
metri; e gli asintoti sono dite diametri di lunghezza infinita. 

302. Dinotando con !>' un secondo semidiametro, che faccia 
l’ angolo a' col semiasse positivo a , avremo secondo la (2): 

... 1 cos J a' scn*a' 

(5) & = ~T- 

Se V è perpendicolare ad a', allora a' = 90° + a, c quindi 
cosa' = — sena, sena' — cosa. In quest’ipotesi sommando le (2) 
c (5) risulta: 

!6) a'* + b'* ~ a* r b* ’ 

ondo nelle coniche dotate di centro la somma de’ quadrati de- 
gl’inversi di due semidiametri tra loro perpendicolari è costante. 

Abbiamo detto somma algebrica, perchè nel caso dell’ iper- 
bola b 1 e à' 1 si mutano rispettivamente in — b* o — b' 1 . 

303. Se i diametri 2a',2ò' sono coniugati , si à (40,281) 
tanatana' = — li 1 : a* , o vero : 


(?) 


senascna cosacosa . 

>i + -, = 0 . 

U* a 1 


304. Se nell’ equazione (1) poniamo a: = «cosa, y = bsetù, essa 
rimane verificata, o perciò ogni punto determinato da queste 
due forinole per un dato valore di X è un punto della conica. 
Nel tempo stesso quelle due equazioni determinano una retta 
la cui posizione dipenderà dallo stesso angolo X. 

Posto ciò sia (xij) un punto della conica corrispondente a 
un valore di X, e sia a' il semidiametro che à per estremo il 
punto (xy) : la retta determinata dallo stesso valore di X si dice 
corrispondente del diametro 2 a'. In questo caso, rispetto 
al semidiametro, avremo x — a'cosa, y = «'sena; e rispetto alla 
retta corrispondente, sarà x — acosX, y=4sen‘\, e però: 

(8) x = (i'cosa = «cosX, y = «'sena = JscnX. 

Similmente se (x'y') è un altro punto della conica corrispon- 
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dente all’angolo X'; e se V e il semidiametro il cui estremo 
è (x'y'ì avremo: 

(9) x' = A'cosa' = « cosà' , y'=A'sena' = 4senX', 
e mercè queste due formole (8) e (9) la (7) diviene: 

(10) senXsenX' -f- cosXcosX' — 0 , 

il che indica che due rette corrispondenti a due diametri con- 
iugati sono tra loro perpendicolari. E poiché il primo mem- 
bro (10) è il coseno di X — X', avremo ancora: 

(11) senXcosX' — cosXsenX' = 1 . 

305. Quadrando secondo e terzo membro di ciascuna delle 
(8) e sommando lo due equazioni risultanti ; e similmente ope- 
rando sullo (9) si trae : 

(11) a' 1 = a*cos 1 X + 4‘sen’X , A' 1 — a J cos*X'+ 4’sen‘X', 

Ora se a',b' sono semidiametri coniugati sarà cosX' = — senX, 
senX'=cosX, c le precedenti equazioni in quest’ipotesi divengono: 

(12) a' 1 — a*cos*X + 4‘sen’X , A' 1 -— a*sen*X 4- A-cos’X ; 
queste relazioni sommate dànno : 

(13) a'*+4'* = a 5 + 4 J ( 

il che vuol dire che la somma algebrica di due semidiametri 
coniugati qualunque è costante. 

306. Teorema. — Il luogo delle intersezioni delle tangenti con- 
dotte per gli estremi di due diametri coniugati è un’altra co- 
nica delta stessa specie. 

Infatti in un punto ( x'y ') della conica l’equazione della tan- 
gente b ì x'x J t-a t y'y=a' l b t -, ma se X' è l’angolo che fa col primo 
asse la retta corrispondente al diametro che passa per [x'y') si 
à ad = acosX'» »/'=AsenX' , quindi l’equazione precedente diviene 
cosà' seiù' 

~^~ x + -y=l. E se (x"y"j è un altro punto e X" è la quan- 


.... , ,, cosX” senX" , _ ... 

tità analoga a a avremo — - — x+ — y — 1. Ora se ì diame- 
tri che passano pe’punti (x'y),(jd '\/‘ ) sono coniugati , cosX'=— SenX", 
senX'— cosX", e però quadrando le due precedenti equazioni e som- 


mando risulta: -;4- — 


. 2, c. b. d. 


307. Teorema. — L’area del parallelogrammo che à periati 
adiacenti due semidiametri coniugati è costante. 

Redini — Geom. Analitica. 19 
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In fatti se [x'g) , [jfj/ 1 ) sono i vertici di due diametri coniu- 
gati 2a' ,2b' , allora è chiaro che la superfìcie s del parallelogram- 
mo a'b' è , secondo il §. 122, data dalla formola ma 

essendo fX') , (X") le rette corrispondenti a questi diametri si à i'8) 
ar'-«cosX', ij AsenX', «cosÀ"=-asenX',y"=Asen)."-icosX', onde 


acosX' 

-asenX' 


isenX' 

AcosX' 


— ab, c. b. d. 


308. Teorema. — Se in una conica qualunque si conducono tre 
corde parallele, e due qualunque di esse si congiungono pe’ loro 
estremi, le porzioni della terza comprese tra queste congiungenti 
e il perimetro sono eguali. 

Siano in fatti EF,E'F',MM' tre corde parallele, c si conduca- 
no le cordo EE',FF'. Il diametro coniugato 
di quelle tre prime le Insegherà, poniamo, in 
G,G',P; allora il trapezio EE'F'F avrà le 
basi bi segate in G,G', e quindi sarà pure 
PQ=PQ'; ma MP=M'P, dunque MQ=M'Q\ 
c. li. d. 



309. Corde supplementarie si dicono quelle due cordo 
i\f AM,BM, che partono dagli estremi d’un 
^diametro AB c si cougiungono in uno stesso 

I ~ ) punto della conica. E poiché il diametro 

/ DD' coniugato della corda BAI bisega que- 
^ sta corda e il diametro AB, cosi esso ò pa- 
rallelo all’altra corda AM. Similmente il diametro EE' bise- 
ganto la corda AM è parallelo a BM; ma DD’, E E' sono dia- 
metri coniugati, nè vi può essere che un sol diametro che bi 
seghi BM e un altro solo che biseghi AM, quindi a ogni si- 
stema di corde supplementarie corrisponde un sistema di dia- 
metri coniugati rispettivamente paralleli a quelle corde. 

II teorema reciproco è pur vero: in fatti, se DD', EE' sono due 
diametri coniugati e AB Un diametro qualunque, menando la 
corda AM parallela a DD', la AM resterà bisegata da EE'; ma 
questo diametro bisega pure AB, quindi BM è parallela ad EE': 
or AM,BM sono due corde supplementarie, quindi è vero elio 
a ogni sistema di diametri coniugati corrisponde un sistema di 
corde supplementarie rispettivamente parallele a que’ diametri. 

Segue da ciò che lo variazioni nell’angolo di due corde sup- 
pleniontarie son le stesse elio àn luogo in due diainotri coniugati. 


/ 
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310. Proprietà delle coniche che si deducono dalle tan- 
genti. — Teorema. — In ogni conica dotata di centro un semi- 
diametro è medio proporzionale tra l’ascissa (al centro) del punto 
di contatto e quella del punto d’intersezione del semidiametro , 
prolungato se occorra. 

Infatti l’equazione della tangente nel punto (x'y') rispetto 
a due diametri coniugati qualunque 2«',24',*è 


( 1 ) 


a* b * 


Posto y — 0, risulta x'.c — a 1 , il che dimostra il teorema. 

311. Corollario. — Un diametro prolungato sino a incon- 
trare una tangente qualunque , resta armonicamente diviso da 
questa tangente dalla curva e dall’ordinata del punto di contatto. 

312. Teorema. — In una conica qualunque la tangente fa 
angoli eguali dall’ iena e dall’ altra parte coi raggi vettori con- 
dotti pel punto di contatto. 

In fatti supponiamo la conica riferita al suo primo asse e 
alla sua tangente coniugata; la sua equazione sarà if-2 mx+nz*, 
e quella della tangente in un suo punto (x’,y') sarà: 

(2) + ax'jx-i mx ' , essendo y'*— 2«x'+nx'*. 

Nel tempo stesso ponendo v'l-H* = «, l’equazione de’due raggi 
vettori corrispondenti al punto (x',i/) sarà (§§. 102 e 132): 


( 3 ) 


y—y - 


mf 


ns' + m[l t e ) ' 


{■*-*] 


e chiamando io l’angolo della tangente(2) con unodi questi raggi, 
troveremo, secondo la (38,111) e per la seconda (2) tanto—- rm:ey'. 
Questa formola determina i due angoli FMT, F’.MT che la tan- 
gente MT forma coi doe raggi vettori 
FM,F'M i quali sono supplementari; ma 
anche supplementari sono i due angoli 
1 FMD,FMT, quindi F'MT=FMD, c. b. d. 
313. Corollario. — La normale bise- 
ga l’angolo de’ due raggi vettori. Impe- 
rocché se UN fe la normale, ang. DMN 
— ang. TMN; ma ang. DMF = ang. TMF', quindi sarà pure 
ang. FMN = ang. F'MN. 

314. Scolio. — Nel caso della parabola uno de’raggi vettori 
è parallelo all’asse, e però si à particolarmente che nella pa- 



Digitized by Google 



148 §. 315 . PARTE PRIMA — GEOMETRIA NEL PIANO §. 316 . 


rabola la tangente fa angoli eguali col raggio vettore e con la 
parallela all’ asse , condotti pel punto di contatto ; e la normale 
bisega V angolo di queste rette. 

315. Le reciproche sono pur vere, come risulta dal seguente 

Teorema. — Se una retta menata per un punto d’ una conica 
fa angoli eguali dall’una e /’ altra parte coi raggi vettori con- 
dotti per quel punto, essa è tangente della cuna. 

In effetti, sia la conica un’ellisse, e nel punto M sia ang. 
DMF = ang.TMF'; prolungando il raggio FM , e dal fuoco F' 
abbassando la 'perpendicolare F'G , il triangolo F'MG risulta iso- 
scele, e quindi FM L MG- FM-fF'M-AA'. Preso inoltre sulla DT 
un altro qualunque punto I), e congiunte le DF,DF',DG, 
risulta DF+DF'— DF-f DG> FG , o sia>AA' , quindi D è fuori 
della curva (§ 244). Cosi per ogn’altro punto della DT, eccetto 
il punto M ; quindi DM tocca la curva in M. 

D Se la curva è un’iperbola, fatta la me- 
.^^-desinia costruzione precedente, risulta FG = 
FM -GM=FM-F'M = AA'; e per un altro 
qualunque punto D si àFD-GD<FG, ovcro 
'FD— FD<FG, cioè FD— F'D<AA’; quindi D 
è fuori deH’ipcrbola, ed MD è tangente. 
Finalmente nella parabola essendo MB perpendicolare alla 
direttrice HB risulta FM^BM; e per un altro 
qualunque punto D della MT , menata 1)B' 
perpendicolare ad HD, risulta FD = DB > DB', 
quindi D è fuori della parabola, ed MT è la 
tangente in M. 

316. Dalle precedenti costruzioni risulta che, 
essendo F'H= -} F'G (fig. §. 312) ed F'C=ìF'F, 
la CH è parallela ed FG, e si à CH:FG::F'C:F'F, 
laonde CH=|FG=CA. Lo stesso ragionamento si applica al- 
l’iperbola, e si conchiude che nell’ellisse e nell’ iperbola la di- 
stanza del centro dal piede della perpendicolare menata dal 
fuoco stilla tangente è costante; o vero, i piedi delle perpendi- 
colari menate dai fuochi sulle tangenti, sono allocati sulla cir- 
conferenza d’tin cerchio che à per diametro il primo asse della 
conica. 

Similmente nella parabola (fig. precod.) essendo FG = BF , 
FA = jFH, la congiungente AG è parallela ad HB, o vero per- 
pendicolare ad AF; laonde nella parabola i piedi delle perpeti- 
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dicoìari, menate dal fuoco sulle tangenti, sono allocati sulla 
tangente al vertice della curva. 

317. Teorema. — Se in una conica dotata di centro si con- 
ducono due tangenti parallele AL , A'L' , e si prolungano fino 
a incontrar una terza tangente qualunque MT , sarà il rettan- 
golo ALxAL eguale al quadrato del semidiametro coniugato 
di AA'. 



■mr, ili una co luca dotata di centro, il diametro AA'=2a, 

il coniugato BB'=2£, e pel punto 
Ix'y') si conduca la tangen- 
te MT, che avrà per equazione 
a^y'y 4- ÌAx'x — : menando le 

tangenti AL, A'L' agli estremi 
del diametro AA', esso saran pa- 
li " K rallclo a BB', e avranno per ri 

spettive equazioni x=a, x= — a ; combinate queste con la pre 
cedente risulta AL = b 1 [a—x')\ay', A'L' = i*(a r x'):ay'; molti 
plicando queste equazioni, e tenendo presente che a 5 i/'* + J 2 x'* 
8’ ottiene ALx A'L'— i* = CB t ; il che b. d. 

318. Teorema. — Ritenuta la stessa ipotesi del teorema pre- 
cedente, il rettangolo dei due semmenti della tangente trasver- 
sale, compresi fra il punto di contatto eia tangente parallela, 
è uguale al quadrato del semidiametro parallelo alla tangente 
trasversale. 

Infatti se si meni il diametro HH' parallelo alla tangente 
MT, e però coniugato dell’altro che passa pel punto di con- 
tatto, s’avrà LM: LA :: HC : CB, L'M : L'A'::HC : CB (§.256) 
c quindi LMxL'M:LAxI>'A'::HC*CB l ; ma pel teorema prec. 
LAxL'A'^CB*, quindi LM >, L'M = HC*. 

319. Corollario. — Se per un punto qualunque d’una conica 
dotata di centro si mena la tangente, e si fa terminare a due 
diametri coniugati prolungati , il rettangolo de’ semmenti della 
tangente pareggia il quadrato del semidiametro a questa pa- 
rallelo. 


Infatti 


poiché 


MT^ 

ML' 


PT a'-x'* «-x* AP ML 

AT “ x'(rtrx') x' ~ PC ~ MS ’ 


rà pure MTxMS=MLxML'=CII», c. b. d. 

320. Teorema. — Se all'estremo d’nn diametro d’ una conica 
dotata di centro si conduce la tangente, e dall’estremo si mena 
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una segante; indi al punto ove questa taglia la curva s’applica 
la tangente; questa bisegherà la parte della prima tangente com- 
presa tra il punto di contatto e la segante. 

Infatti la congi ungente A'M c la tangente AK ànno per equa- 

• il' , > ... . 1 - 2«i/ , b — =- 

ziom y=— -, — (x+a), x=a; quindi AK— — — , ma y — —qa J -x J , 
x ir -ffl a 

quindi AK-2i^^—^ ; inoltre AL=J*(a a' ; :ay'=A , 

dunque AL = LK; c. b. d. 

321. Teorema. — Se da un qualunque punto d’una conica 
dotala di centro si conducono due corde qualunque ; se inoltre 
si conduca il diametro coniugalo della congiungente gli altri 
estremi di quelle corde; il rettangolo de’ semmenti che a partire 
dal centro queste corde determinano su quel diametro , prolun- 
gato se occorra , pareggia il quadrato del semidiametro. 

Infatti sia H'N una corda parallela al diametro BB', ed M 
un punto qualunque (x'y') : ritenendo le stesse denominazioni , 
e chiamando inoltre x",y” le coordinate di K', e quindi x",— y” 
quello di N, le seganti MH',MN avranno per equazioni 


y-y'=— 


d«(z'-fx") 

«%'+/) 


(x-z'), 


y-y' 


a’w'-y") 


(x-x') , 


e taglieranno sull’asse delle x le porzioni 

m iy+zvì+aw 

W é*(x'+«") ’ w “ i*(x'-rx") 

quindi moltiplicando queste espressioni, c ricordandosi chea*!/'*— 
à , (a*-z' t ); a*i/' , -i t (a 1 -x" 1 ) , si trova CCJaCQ'-.s’— CA 1 ; c. b. d. 

322. Teorema. — Se da un qualunque punto d’una conica si 
conducono la normale e una coppia di corde ortogonali qualun- 
que, la congiungente gli altri estremi di quelle corde incontrerà 
la normale sempre in uno stesso punto . 

Infatti sia 0 un punto qualunque d’una conica e per esso 
si conducano la tangente e la normale; la prima sia asse del- 
le y, l’altra asse delle x: l’ equazione della conica sarà: 

(4) AyHZBxy+Cx'+Xx^O. 

Per lo stesso punto 0 si menino due rette y— px—O, y—qx— 0: 
la loro equazione complessa sarà: 

(5> ìp-rxyt*x x — 0, essendo p+q~r, pq—s ■ 
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moltiplicando quest’equazione per A , e sottraendo dalla pre- 
cedente, s’ ottiene l’altra: 

(6) [2B-\-Ar)xy+(C—As)x t +Jfx=0 t 

che rappresenta un luogo geometrico, il quale passa po’ mede- 
simi punti d’intersezione de’due luoghi (4) e (5): ora il luogo 
geometrico (6) è il complesso della linea x=0, che ò la tan- 
gente della conica, come doveva essere, o della retta 

(7) ( '2B+Ar)y+(C-As)x+F=0 , 

la quale è, per conseguenza, quella che passa pei punti in cui 
le rette (5), oltre del punto 0, incontrano la conica: questa 
retta (7) incontra l’asse dello x, cioè la normale nel punto 
x=— E\ [C-As)\ onde se le rette (5) sono perpendicolari «=— 1, 
e detto punto è sempre lo stesso qualunque sienoj) e q, c. b. d. 

323. Proprietà risultanti dalle polari. — Teorema. — 
Se si ‘prendono comunque quattro punti A,B,C,D sul perime- 
tro d’una conica, e si conducono le sei rette che congiungono a 
due a due questi punti, s’avranno tre coppie di rette ( AD,BC ), 
(BA,DC) ,(CA,DB); dico che l’intersezione d’ una coppia i polo 
della congiungente le intersezioni delle altre due. 

In fatti l’intersezione P delle due rette BA,DC è polo della 
retta P'F' rispetto alle duo rette 
P'CjP'D (§. 168), e le rette P'D.P'G, 
P'C,P'P formano un fascio armoni- 
co, onde i punti F,G sono coniu- 
gati armonici di P, il primo rispet- 
to ai punti A,B, l’altro rispetto ai 
punti C,D, e però P'G è polare di 
P, rispetto alla conica, e all’oppo- 
sto P è polo di P'P". Similmente 
PP" è polare di P', onde PP' è po- 
lare di P" (§. 295), o sia P' è polo 
di PP", e P" è polo di PP', c. b. d. 

324. Corollario. — Se PP" è la polare di P', e A,C,D sono 
punti della conica, congiungendo EC e prolungandola se oc- 
corre siilo a incontrare la polare in N; quindi congiungendo 
NA,P'E, il loro punto d’intersezione E' è punto della stessa 
conica. 
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325. Scolio. — Il triangolo PP'P", ciascun vertice del quale 
è polo della retta che passa per gli altri due, rispetto alla co- 
nica, si dice coniugato della conica. 

32G. — Teorema. — Ciascuna diagonale del quadrilatero com- 
pleto circoscritto a una conica è polare dell’ intersezione delle 
altre due. 

Sia ABCJ) un quadrilatero circoscritto a una conica, e sieno 

AC,BD,EF le diagonali: poiché 
B,L),Q,Q' sono quattro punti 
armonici (§. 168) , la BQ devo 
passare pel polo di EF (§. 298 ; 
lo stesso dove aver luogo per 
la FQ; quindi Q è polo di EF. 
Similmente AQ' deve passare 
• pel polo di AC; ma questo polo 
devesi benanche trovare sulla EF (§. 240 , quindi esso è Q'. 
Da ciò risulta che Q" ò il polo di BD ond’ò vero c. c. b. d. 

327. Il triangolo QQ'Q" ò pure coniugato della conica iscritta. 

328. Teorema. — Se con gli stessi quattro punti d’una co- 



0 ' 


y 



■ . . ■ •• • W' / 

— "\\ 11 


tfo: 


mica si formano i due quadrilateri 
iscritto e circoscritto, questi avranno 
una diagonale comune in direzione, e 
^"le rimanenti concorreranno nel polo di 
detta diagonale comune. Inoltre ciascu- 
na delle rimanenti diagonali del qua- 
drilatero circoscritto passa per un al- 
tro vertice dell’ iscritto. 

Pei quattro punti d’una conica si conducano le 

corde e le tangenti , e si completino i due quadrilateri iscritto e 
circoscritto. L’intersezione P delle diagonali del 

quadrilatero iscritto è il polo della terza diagonale 00'; c eia. 
scuna delle prime diagonali à il suo polo su questa terza, e però 
le tangenti N"Q,N"'Q andranno a incontrarsi in un punto Q 
di 00'; e parimente le due tangenti N'Q',N"Q' iu un punto 
Q' della stessa retta; quindi i due quadrilateri avranno una 
diagonale comune in direzione, e però il punto P dev’essere 
l’intersezione delle altre due diagonali NN", N’N'" del quadri- 
latero circoscritto; laonde è vero c. c. b. d. 

329. Sia QQ' la polare di P e PN' (fig. §. 297) una segante 
qualunque: i quattro punti l’,8,N,N' saranno armonici, e 
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quindi, se O è il mezzo della corda NN', avremo per un teo- 
rema di Geometria : 

(3) N0*^N'0*=0P.0S; 

e perù, secondo questa forinola, dati due punti X,N' d'uua 
conica, si può trovare il punto S, ove la polare d’un dato punto 
P della NN' incontra questa retta. 

Quindi si può trovare la polare del punto P, intersezione delle 
rette MAT , NN che passano per quattro punti dati M, N', N,N' 
d’uua conica; imperocché, determinando i punti R,S come ora 
abbiam mostrato, la retta RS sarà la polare richiesta. 

330. Inoltre, essendo Ol'-ON-f-PN, OS=ON — NS, la (3) 
diviene (PN— NS)ON=PN.NS, quindi si vede come, con una 
terza proporzionale , dati i punti P,N,S, si possa assegnare 
il punto medio 0, e quindi l’altro punto N' della conica. 


CAPITOLO XI. 


Equazioni polari delle coniche. — Coniche simili. — 
Coniche reciproche. 

331. Prendendo per equazione delle coniche la 
(c) y i ~2m.r+nx 2 , (assi rettangolari) 

l’espressione del raggio vettore p d’un punto qualunque (xg; è 

(!) p = i(~x-c)(§. 6,232), 

in cui , supponendo il fuoco F da cui partono i raggi vettori 
essere il più vicino al vertice A che fa d’origine, ò 

c — m 


1 + VI + « 

c — m , 


= - vT +» (§■ 239) 


n c 

e e = AF: sì che, portando l’origine in F bisognerà nella (1) 
porre x + c in luogo di .r, e s’avrà p=^z(xy/l -t n + m); e final- 
mente chiamando io l’ ascissa angolare corrispondente a p , 
sarà £=pC 08 ( 0 , e sostituendo nell’ultima equazione si trae: 

,o, m 

( 21 P-^-j pr-— , 

I V1+ M costo 

che é l’equazione polare delle coniche , prendendo per polo 
uno de’ fuochi della curva. 

Ellisse. — In questo caso \l ( « - [\/a l b*\ -.a - ceccenfri- 
Rubini — Geom. Analitica. 20 
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cità; e non si può ritenere che i soli segni inferiori nella (2), 
si che si à per equazione polare di questa curva: 


P = 


m 

1 — «costo ' 


Iperbola. — In questo caso h pure Vi +n eccentricità 
dell’ iperbola, ma si anno a ri tenero o entrambi i segni supe- 
riori, o ambi gl’inferiori nella (2), sì che avremo le due equazioni: 


( 3 ) 


P = - 


t— , o pure a = = , 

1 + «costo 1— «costo 


la prima pel ramo HAK, l’altra pel ramo H’A'K' Però si può 
ritenere per equazione polare dell’iper- 
bola solo la seconda 

li) 



‘ 1 — «costo . 

purché il raggio vettore p si consideri 
ora come un’ordinata capace di avere 
il doppio segno : in fatti suppongasi 
nella seconda (3) dato ad to tale un valore to' = GFX da risul- 
tarne p—m: 1 — «costo') <0; in questo caso, per avere il punto 
corrispondente, converrà prolungare GF c prendere FM' eguale 
al valore assoluto del precedente p. Or a questo medesimo ri- 
sultamento pcrviensi se nella prima (3; si pone io = 180" ,-AFX 
= 380° + to'; perchè allora la direzione positiva del raggio vet- 
tore è da F verso M', e la stessa formola (3) dà un risulta- 
rnento positivo, essendo che cos(180°4 to') = — costo', e per ipo- 
tesi m : il - costo') ò negativo. 

Parabola. — Finalmente nel caso della parabola n-Q, e vale 
il segno inferiore nella (2), che per ciò diviene: 

/ i w 


Osservazione. — Nell’equazione (e) il coefficiente «<1, nella 
(i) e > 1 ; quindi, paragonando quelle due forinole e la (p), pos- 
siamo affermare che la sola equazione je) rappresenta qualun- 
que conica, e propriamente un’ellisse se e<l; un’ iperbola se 
e> 1 ; una parabola se e = l. In ogni caso m è il semiparame- 
tro principale. E volendo le grandezze degli assi si terrà pre- 
sente che « 1 — 2 ^: a, e a i e‘ l — a i ~b t , valendo il segno superiore 
per l’ellisse, e l’inferiore per l’ iperbola. 
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332. Sieuo M,M' due punti delia curva posti sulla stessa 
retta condotta pel fuoco, o vero sia MM’ una corda focale; 
se w,p sono le coordinato di M, quelle di M' saranno 180°+w, p'> 
quindi avremo per questi punti 

p=FM=«t:(l-eco8t>») , p'^.FM'=»»:(l+ccosw), da cui 
1 :FM. l— «costo) :m, 1 : FM'— (1 + «costo : : m , 

, 112 FM.FM' vi 

FM FM' " m ’ FM+FM' ~ 2' 

(5) FM.FM'— m*‘. 1 — f*cos*io) , FM+FM'=2 jm:( 1 - e*cos J w). 

Le (4) esprimono che la media armonica de’due semmenli d’una 
corda focale è costante; c che il rapporto tra il rettangolo de’ sera- 
menti all’intera corda è pure costante. 

La seconda (5) è la lunghezza c della corda focale, e para- 
gonata con la forinola (3,301) che dà la lunghezza del semi- 
diametro a', parallelo a quella corda, si deduce c 2ma'*b\P 
— 2a' i :it— 4a'*:2a, essendo che m -Pur, laonde ogni corda focale 
è terza proporzionale in ordine al primo asse e al diametro ad 
essa parallelo. 

333. — Coniche simili. — In generale due curve si dicono 

P simili e similmente poste, quando 
fo\L ) vi à un punto 0 in una e un punto omo- 
< Vi — / Ioga 0' nell’altra tali, che tirando duo 
^ raggi paralleli e qualunque 0P,0'P\ que- 
f 0\ \ sti sono sempre nello stesso rapporto. Ed 

( ' ^ ) è notevole che essendovi due di tali punti , 

ve n’à un’infinità d’altri: imperciocché, 
N sia C un altro punto qualunque della pri- 

ma curva, e, congiunta OC, si meni per 0' la O'C' parallela ad 
OC e in modo che OC : 0'C'=0P : O'P'; allora i due triangoli 
0PC,0'P'C' saranno simili, sarà C'P' parallela a CP, e sarà 
O'P' : CP-— O'P': OP; ma la comune direzione di O'P'e OP era 
arbitraria, e il loro rapporto è costante, quindi anche arbi- 
traria è quella de’due raggi CP,C'P' e costante è il loro rap- 
porto; e però C,C' son due altri punti analoghi a 0,0', c. s. v. di 

334. Se C è centro della prima conica, sarà parimente C' 
centro della seconda; «imperocché allora PCN sarà un diame- 
tro, e sarà CP—CN; nel tempo stesso, perla simiglianza delle 
figure, sarà CP:C'P' CN : C'N', onde C'P'—C'N', o C" è cen 
tro dell’altra conica. 
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Da ciò segue che due coniche simili e similmente poste ànno 
i diametri paralleli in un rapporto costante. 

335. Volendo trovare la condizione perchè due coniche 

(C,) A t i t r2B t xy+C i y t 27) t x-2F l yi7 <’,~() , 

(Cj) A i x*+2B i Tij+C t y*+2D ì x+2F t y+Fi=.0 , 

riferite allo stesso sistema di assi, sieno simili e similmente po- 
ste, osserveremo che se queste curve sono simili c similmente 
poste, i diametri paralleli sono in un rapporto costante. Sia p, 
un semidiametro della conica (C,); p, il semidiametro paral- 
lelo nella conica (C,); o sia a l’angolo comune che essi for- 
mano con l’asse delle x, avremo (p,286): 


/l A ,cos 2 a f J?,senacosa t -C',scn 1 a ’ 

’ S * 

■' /ljCos'a f2>jSenacosa r Cjsen-’a ’ 

in cui S , , <S j sono due quantità indipendenti dalla direzione a. 
Ora questi due valori non possono essere in un rapporto co- 
stante, cioè in un rapporto indipendente da a, se non quando, 

(1) A t iA t = B t :B t = C t :C t i 

e reciprocamente queste relazioni verificate, il rapporto p, : p, 
è costante. Pertanto può dirsi che due coniche son simili e si- 
milmente poste, quando le loro equazioni sono tali che i coeffi- 
cienti de’ termini a 2." grado d’una di esse sono rispettivamente 
proporzionali a quelli dell’altra. 

336. Quindi, lasciando nella (C,) sempre gli stessi i primi 
tre coefficienti, e facendo variar i tre ultimi, s’à tutto un si- 
stema di coniche simili o similmente poste. Tra questo vi sarà 
quindi quella che à per equazione A t x i -r2B ì xy+C i y t —Q, la 
quale rappresenta due rette parallele agli asintoti di ciascuna 
di dette coniche {§. 278); così che le coniche simili e simil- 
mente poste anno gli asintoti rispettivamente paralleli. E siccome 
ogni asintoto à con la curva un punto all’infinito, e lo rette 
parallelo esse stesse s’incontrano all’infinito, così le coniche 
simili àn due punti di comune all’ infinito , i quali sono reali 
e distinti, immaginarli, o reali e coincidenti, secondo che le co- 
niche sono iperbole, ellissi, o parabole. 

337. So la curva (C,) rimanendo fissa, l'altra (C,) simile alla 
prima ruota intorno al centro di simiglianza 0', è chiaro che 
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due raggi qualunque, che nella prima posizione eran paral- 
leli , nella nuova posizione si troveranno tra loro inclinati sotto 
l’angolo di rotazione 9 , o non pertanto saranno proporzionali 
come prima: in questo caso si dice che le due figure sono s e m- 
plicomento simili, e non similmente poste. 

338. Per trovare i caratteri della semplice simiglianza di duo 
coniche, supponiamo che quelle rappresentate dalle (C, ), (C,) 
sien tali, e nella loro posizione attuale due raggi corrispon- 
denti facciano tra loro un angolo 0 . Supponiamo che gli assi 
coordinati sian paralleli agli assi della curva (C,t, il che non 
influisce su i coefficienti A t ,B t ,C, (§. 190); allora per porre 
anche gli assi della curva (C,j paralleli a quelli della (C,) basterà 
passare da assi ad assi rettangolari, ponendo i^x'cos?— i/'sen^, 
i/^-r'sen 9 - 1 / 0039 : così i nuovi coefficienti di a: 1 , ari/, x 1 della 
trasformata saranno (18,19,197): 

^4 1 cos 1 o-i-2t,scn294-(7 1 8en 2 9, \{A t —C t sen29+2?,cos29 , 

A jscu *9 - Z?, 8011294 - C ' t cos*s ; 

quindi in questa nuova posizione, trovandosi le duo coniche 
simili e similmente poste, devesi avere i§. 33(3) : 

2(^,003*94-2?, sen294-C',sen*9)5,=(25,co829-(il,— C' t )sen 29 ]J, , 
2 1 ^l, 8 en 1 9 - 5 t sen 29 -(-C 1 cos* 9 ) 5 ,=[ 22 f,cos 29 -(J,-C','sen 23 ]C 1 ; 
queste equazioni, dovendo aver luogo per uno stesso valore di 9 , 
dàn luogo ad una condizione, che s’ottiene eliminando 9 tra esse. 
Perciò addizionandole c sottraendolo s’ anno lo altre due : 

2{A x J rC^B y -]^B ì cos2^-(A t -C t )scn2^]{A l +C x ) 
2 [;/l,-C’,)cos 29 f 22 ?,sen, 9 lZ?,=[ 22 ? I cos 29 -(,l,-C',)sen 29 ]!yl,-C' 1 ); 
da questa seconda si ricava : 

tan29=2[(J I -C 1 )^-(^.- C^Ux-C^-C^AB.B^ 
sen29^2 [(A,-C,)B t -(A t ~ QB t }: ^A t -C t )*^AB*][[A t -C t )HAB t *ì , 
cos29^ [[A l —C t )(A t —Ct}+4B t B i ]:‘J[(A t —C l ) t +4B, t \[(A t ~C t ) t +4B t i \i 

e sostituendo nella prima in luogo di scn 29 e cos 29 questi va- 
lori e riducendo, si trova per la chiesta condizione: 

[(•I, - C 1 )*+4B,*]:(/l+C)*-[(.l 1 — f,) , 44/? 1 *]:(.! 1 4-f,)* , 
o vero , dividendo , si trova : 

' ’ M.+C.J* " (3,+f,)* ’ 

Questa pertanto è la condizione perchè le due coniche date siano 
soltanto simili; c possiamo osservare clic nel caso in cui le 


Digitized by Google 



l.'»8 §. 339. PARTE PRIMA — GEOMETRIA NEI. PIANO §. 341. 

arniche sono due parabole, la (2) si riduce a un’identità, qua- 
lunque potessero essere le parabole ; e però tutte le parabole 
sono simili tra loro. E anche i cerchi sono figure simili; im- 
perocché, potendo sempre supporre gli assi ortogonali, 0 

nel caso de’cerchi; ma si può pure nello stesso caso porro 
.4,— C,=yl t — C,=l ; quindi pe’ cerchi la (2) è verificata. 

339. Osserviamo da ultimo che le coniche, le cui equazioni 
differiscono solo per l’ultimo termine sono concentriche >§. 196); 
ina in questo caso sono pure simili e similmente poste, perché 
i coefficienti de’termini a 2.° grado sono gli stessi in tutte la 
equazioni, dunque le coniche, le cui equazioni differiscon solo 
per l’ultimo termine, sono concentriche, simili e similmente poste. 

340. Coniche polari reciproche. — Sieno (CJ,(C'( due co- 
niche qualunque, e per ogni tangente la conica (C) si deter- 
mini il polo rispetto alla conica (C'): il luogo di questi poli 
sarà una curva (C") che si dice polare reciproca della (C); 
per la ragione che questa reciprocamente è il luogo de’ poli 
della tangente di C" rispetto alla stessa conica (C'). 

Infatti sieno MT.M'T' due tangenti della curva (CJ, ed N,!^ 
i punti corrispondenti nella curva 
(C"J; il punto d’intersezione S di 
quello tangenti sarà polo della retta 
NN' rispetto alla conica (C) (§. 288,'. 
Questa proprietà avrà luogo qualun- 
que sia la posizione di detto tangen- 
ti, e però ancora quando sono infi- 
nitamente tra loro vicine: ma in que- 
sto caso il loro punto d’intersezione 
è punto della curva (C), perchè nel 
limite le due tangenti coincidono, o i due punti di contatto 
confondonsi in uno: nel tempo stesso i punti N ,N' saranno 
infinitamente vicini tra loro c la retta che li congiunge sarà 
tangente la curva (C") {§. 258), quindi per ogni punto della 
curva (C) ri è nella curva (C"J una corrispondente tangente , 
la quale è polare di quel punto rispetto alla stessa conica ( C'); 
laonde questa proprietà è reciproca tra le curve (C),(C"), c. b. d. 
La conica (C') è detta curva ausi li aria, o anche direttrice. 

341. Seguo da ciò, c dai §§. 293 e 295, che se in una curva 
v’à de’ punti per dritto, nella polare reciproca v’è un egual 
numero di rette concorrenti in un punto e reciprocamente; « 



Digitized by Google 


§. 3-12. EQUAZ. POL. nEI.I.K CON. — CON. Sili. E RECIP. §. 345. 159 

se una delle curve à m punti in una retta, l’altra à m tan- 
genti che partono da uno stesso punto. 

342. La curva direttrice ( C ' ) può essere un cerchio: in que- 
sto caso sappiamo (§. 185) che so il centro di questo cerchio 
è il punto 0 (centro polare) il polo della MT tangente la 
curva (C) si à menando la perpendicolare OP su quella tan- 
gente, e determinando il punto N in guisa che sia ONxOP^à*, 
essendo la costante k il raggio del cerchio: così il punto N ap- 
parterrà alla polare reciproca di (C"). Da ciò segue che la tan- 
gente Nt della curva (C") corrisponde al punto M (n. # pr.) cioè 
M è il polo di Nt rispetto allo stesso cerchio, o però OM ò per- 
pendicolare ad NT, e OMxOQ-/c*. Quindi da questa relazione 
e dalla precedente, segue che la distanza d’ un punto M d’ima 
curva dal centro polare , è inversa di quella della corrispon- 
dente tangente la polare reciproca dallo stesso centro. 

Risulta ancora che l’angolo (TST') di due consecutive tan- 
genti d’una curva è uguale all’angolo (NON') de’ corrispondenti 
raggi vettori della polare reciproca. 

343. Il caso speciale, in cui la curva direttrice è un cer- 
chio, è quello al quale quasi ordinariamente dai Geometrici 
s’allude, parlando di polari reciproche; noi riterremo questa 
supposizione, quando non sia avvertito il contrario, e diremo 
soltanto reciproca la polare reciproca. Ed è buono notare, che, 
secondo la stessa superiore relazione OMxOQ— fe*, la polare 
d’una data curva non muta di forma col variar il raggio k, 
ma bensì di posizione. 

344. Dal fin qui detto risulta che, per formare l’ equazione 
della polare reciproca d’una data curva, bisogna esprimere che 
una retta è tangente di questa curva, ed è polare d’un punto (xy), 
rispetto alla curva direttrice ; o pure espr imere che il prodotto 
della distanza del centro polare da un punto (XY) della curva 
data /’(X, Y)=0, e di quella dello stesso centro dalla tangente 
nel punto (xy) la curva reciproca , i costante. A questa equa- 
zione fra le X, Y, x,y aggiungere la F— 0, e quella che espri- 
me che i due punti (XY),(xy) stanno sulla perpendicolare me- 
nata pel centro polare sulla tangente nel punto (XY); e final- 
mente tra queste tre equazioni eliminare X e Y. 

345. Teorema — La polare reciproca d’una conica è un’al- 
tra conica. 


Digitized by Google 



1G0 §. 340. PARTE PRIMA -GEOMETRIA NEL PIANO §. 347. 

Supponiamo la conica data riferita al vortice; la sua equa- 
zione sarà : 

(C) y*- 2mx — nx* — 0 , 

e la condizione perchè una retta y=ax-f£ le sia tangente si 
deduce dalla (C, ,275) applicata al caso della (C), e si trova essere 
( 1 ) +2ma$ + m* =0. 

Sia inoltre Ax l +2Bzy + Cy 1 + 2Dx+2Ey + F=Q la conica 
direttrice, e perchè la stessa retta (*$ fosse polare d’un punto 
(xy) di questa conica devousi avere le due equazioni (45,299), 
i [Bx-t Cìj + E)a.+ Ax+ By+D =0, 

( ) 1 ( Bx + Cy f E) % - [Dx + Ey + F) = 0. 

Eliminando a o f tra queste equazioni e la (1) si à un’equa- 
zione di 2.° grado in x e y, e quindi è vero c. c. b. d. 

346. Problema. — Trovare l’ equazione della reciproca (§. 343) 
d’una conica dotata di centro. 

Supponiamo preso per origine il centro polare, c per assi due 
diametri ortogonali del cerchio direttore, paralleli ai due assi 
della conica data, il cui centro abbia per coordinate x' ,y'. Le 
equazioni del cerchio c di questa curva saranno: 

(3) y*+f iC') à t {\j--y’).b t yx-x')-a-b ì , 

e la condizione di contatto della retta y — ax-\- £ con laconica 
sarà secondo la (C,,275j applicata alla (C'), è 

(4) (a* -x'*)a*-|-2.r'a£ — g* — 2x'y'a -f 2i/'(5 + b* - y'* =0; 
inoltro le a e (3 s’avranno dalle (2) applicate all’equazione (3), 

x . /,-* 

e risulta a— , S — . Pertanto sostituiti questi valori 

y y 

nella (4) e ordinando il risultamcnto s’ottiene per la chiesta 
equazione : 

(5) «*£* + + !/'!/-**)*• 

347. Se il centro della conica coincide col centro polare, al- 
lora x'—y'—O, e l’equazione della reciproca della conica di 
equazione 

«i* + «y=<rt*, è (6) a*x*+i*j/*=k‘, 

donde si vede che questa reciproca è concentrica con la conica 
data, e à gli assi inversi di quelli della stessa data; ond’è che 
queste due coniche si dicon pure inverse. 

Se la conica è un cerchio a—b, e la ( r ) diviene: 

(7) a*(x* + y*i - (x'x J-y'y - /«*)*. 
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CAPITOLO XII. 

Costruzioni grafiche. 

348. Introduzione. — Lo scopo delle questioni elio andremo 
a trattare in questo capitolo è, in generale, quello di descri- 
vere o vero rappresentare graficamente sia il corso d’una linea, 
sia taluni suoi elementi, essendone date, sia in formole , sia 
in disegno tali altri di questi elementi. Quando si tratta di 
dover descrivere una curva è necessario die i dati sien suffi- 
cienti, perchè il problema risulti determinato; questi dati, 
o più generalmente queste condizioni debbono esser cinque 
per una curva di 2.° grado (§. 189i; e ad esse si soddisfi» , 
in generale, dando di posizione cinque punti pe’quali deve 
passare la curva. Ma, come qualcuno di questi punti potrebbe 
godere di qualche proprietà particolare rispetto alla curva , 
come p. e. quella di essere il centro, o un fuoco, o un ver- 
tice; e come ancora, invece di punti, potrebbero esser date 
rette d’un carattere esclusivo, come la tangente, la normale, 
la direttrice, un diametro , la polare ; così bisogna vedere a 
quante condizioni adompie uno di questi punti 0 una di que- 
ste rette, per fissar le altre condizioni, in modo che, unitea 
quelle, s’abbia il necessario numero di cinque. 

Posto ciò, l.° dandosi di posiziono il centro, si vengono a sod- 
disfare due condizioni; imperciocché questo punto deve trovarsi 
sull’asse della curva, che è una retta di data posizione, e deve 
dividere per metà quest’asse. 

2. ® Parimente la posizione data d’un fuoco equivale a due 
condizioni; imperciocché questo punto deve trovarsi sul primo 
asse della curva, e devo dividerlo in data ragione. 

3. ® Un vertice dato vale ancora due condizioni; poiché que- 
sto punto deve stare sulla curva e sull’asse della stessa. 

4. " Dando la tangente, si viene a soddisfare ad una condi- 
zione; imperciocché l’essere una retta tangente della curva 
richiede che le ascisse dei punti d’incontro della retta con 
la curva sicno eguali , e perciò una condizione (§. 258 1 . 

5. ® Egualmente la normale verifica una sola condizione , 
perchè dev’essere perpendicolare alla tangente. 

6. ® La direzione d’un diametro fissa una sola condizione; 
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poiché «leve dividere per metà una qualunque delle corde me- 
nate parallelamente ad una direzione data. 

7. “ La posizione della polare fissa-due condizioni ; impercioc- 
ché essa dev’essere parallela al diametro coniugato di quello 
che passa pel polo , e deve incontrare questo diametro ad una 
data distanza dal centro (§§. 290 , 287). 

8. ° La posizione della direttrice finalmente determina an- 
eli’ essa due condizioni; dovendo essere perpendicolare al primo 
asse della curva e incontrarlo in un determinato punto. 

In conclusione , dato il centro , o uno de’ fuochi , o uno dei 
vertici, come pure data la polare o la direttrice d’una conica, 
sono già verificate duo condizioni , e perciò ne rimangono tre 
altre a stabilirsi. Quando poi è data la tangente in un punto, 
o la normale o la direziono d’un diametro, essendo una sola 
la condizione adempiuta, rimangono ancora altre quattro con- 
dizioni a soddisfare. 

349. Costruzione grafica dell’ ellisse , datine alcuni 

ELEMENTI. 

Problema I. — Dati di posizione e di grandezza gii assi (T un 
ellisse , descriverla. 

Soluzione I. — Veggasi il §. 207. 

Soluzione II. — Determinati i fuochi F,F' (fig. §. 232) co- 
me si disse nel fcj. 241, si prenda uno di essi, e sia F, come 
centro, e con un raggio maggiore di FA descrivasi un arco; 
quindi, preso l’altro fuoco F' come centro, e con un raggio 
eguale alla differenza tra il grand’asse AA' e il raggio FA, 
descrivasi un altro arco, che tagli il primo in M; questo sarà 
un punto della curva. 

In fatti per costruzione F'M — AA' — FM, dunque F'M+FM=; 
AA', e perciò (§. 244) M è un punto dell ’ oli isso che a per 
fuochi F,F' e per asse maggiore AA'. Allo stesso modo si de- 
terminano quanti altri si voglian punti della curva. 

Avvertenza. — Ogni primo raggio col quale si descrive l’arco 
dal centro F dev’essere maggiore di FA, altrimenti i due ar- 
chi non potrebbero segarsi. 

•Soluzione III. — Per moto continuo — Preso un filo lungo 
quanto l’asse maggiore AA', e fissatine gli estremi nei fuo- 
chi, si tenda questo filo con una punta acuminata, che si fac- 
cia muovere appoggiandola sul filo ; la traccia da essa se- 
gnata sarà la curva cercata; poiché in qualunque posiziono 
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FAIF' del (ilo, la somma FM-fF'M è uguale al grand’asse A A', 
il che si richiede perchè la curva sia quella che si domanda. 

350. Problema II. — Dati di grandezza e di posizione due 
diametri coniugati d’ un’ellisse , descriverla. 

Soluzione I. — Como al §. 208. 

Soluzione II. — Sieno AA',BB' i due diametri dati: dall’e- 
stremo B si abbassi sull’ altro diametro 
AA' la perpendicolare BD, che si prolun- 
ghi finché sia BE = CA; per C ed E si 
conduca l’ indefinita FCF'; indi preso sulla 
CF un punto G come centro , c con un 
raggio GH = DE descritto un arco, che 
incontri in li la CA, si meni la GH, che 
si prolunghi finché sia GM = CA — BE. Sa- 
rà M un punto dell’ellisse a costruirsi. 

In fatti, condotta GQ parallela a BE e congiunta QM, i due 
triangoli BCE,QCG, egli altri duo CDE, CKG risulteranno 
simili, onde avremo le proporzioni BE:QG=CE:CG=DE:GR ; 
e poiché BE — GM , DE — GII , così GM : GQ = GH : GR, c però 
QM è parallela a CA, ed il triangolo GQM è rettangolo in Q. 
Or condotta l’ordinata MI’ c fatto CA— GM— rt, CB_4, CP=x, 

M P — y , s’avrà dapprima BE:BC— QG:CQ, e perciò - = 



ma QC. = v GM* MQ 1 = va 1 - CP* = \ a 1 -**, onde = 


a \a*—x* 


quindi ij — -- \ ! a i -x i . Or quest’equazione è quella d’un’ellisse, 


avente per semidiametri CA=«, CB b. 

■ Scolio. — Questa costruzione equivale a prendere una riga 
GM, lunga quanto il semidiametro CA, e segnato su quella 
riga un punto H, tale che sia GH— DE, farla muovere nel- 
l’angolo BCA in modo, che i punti G ed H restia sempre, 
il primo su CF, l’altro su CA; e ripetendo la stessa operazio- 
ne negli altri tre angoli BCA', B'CA', AC’B' s’avrà la curva. 

351. Problema III. — Dati i fuochi e un punto dell' ellisse 
descriverla. 

Sieno F,F' (fig. §. 232) i fuochi ed M il punto. Congiun- 
gasi questo punto coi fuochi, e per questi si faccia passare 
una retta indefinita; indi si divida la distanza FF' per metà 
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in C, e a partire da questo puuto che sarà il centro, si tagli 
CA = CA'=|(FM + F'M). Fatto ciò si continui la costruzione 
come nella soluz. II. del prob. I, e s’avrà l’ellisse. 

352. Problema IV. — Dati il centro e tre punti .1/, A', A r ' 
(non per dritto) d’ un’ellisse , descriverla. 

Si congiunga la corda NN', e si divida per metà con la retta 

A'CA condotta pel centro; que- 
sta retta sarà, in direzione, il 
diametro coniugato della corda 
NN'. Si congiungano parimente 
le MN ,MN' che incontrino in Q 
e Q' la retta AA’. Si prenda CA 
media proporzionale tra CQ e 
CQ' e sarà (§. 310) CA il semidiametro; sì che, presa CA'-CA, 
sarà A A' un diametro della curva. Indi si meui pel centro C, 
e parallelamente ad NN', la indefinita B'CB, che sarà la di- 
rezione del diametro coniugato; e menata MPM' parallela ad 
AA' c presa M'P — MP, sarà M' un altro punto della curva; 
sì che, se R ed R' sono i punti d’incontro dello seganti MN,M'N 
con CB , e si prenda CB media proporzionale tra CR e CR’ , 
sarà CB il semidiametro coniugato di CA'; e quindi si conti- 
nuerà la costruzione della curva come nel problema lì. 

353. Costruzione grafica dell’iperbola, essendone dati 
alouni elementi. 

Problema V. — Dati gli assi d’un’iperbola , descriverla per 
assegnazione di punti. 

Soluzione I. — Veg. il §. 214. 

Soluzione II. — Sieno AA' ffig. §. 246; l’asse trasverso c 
BB' il non trasverso. Prese CF'— CF = BA, saranno F ed i- ' i 
fuochi (§. 246’. Quindi da uno di questi fuochi come centro, 
e sia F, e con un raggio FM, maggiore di FA, si descriva 
un arco; poi preso per centro l’altro fuoco F', e con un se- 
condo raggio F'M eguale al primo aumentato dell’ intero asse 
trasverso AA', descrivasi un altro arco, clic tagli il primo in 
M, e sarà questo un punto della curva cercata; perchè, se- 
condo la costruzione, la differenza de’ raggi vettori F'M,FM è 
uguale all’asse trasverso AA', e però (§. 247) il punto M è quello 
d’un’iperbola, avente per fuochi F ed F', c per assi AA',BB . 

Soluzione III. — Per moto continuo. — Siccome per qualun- 
que altro punto M' la differenza dei raggi vettori F'M'.FM 
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è pure eguale ad AA\ ne segue che può disegnarsi con un 
muto continuo una porzione d’iperbola, nel modo seguente: 
determinato, come sopra, un primo punto 
M della curva, si prenda una riga che si 
adagi in modo da poter girare intorno al 
fuoco F'; indi, preso un filo tanto lungo 
per quanta è la differenza tra F'M ed AA', 
si attacchino gli estremi di quel filo al- 
l’altro fuoco F o al punto M: fatto ciò, 
si tenda con uno stiletto quel filo, in modo che una parte di 
esso venga ad adagiarsi sulla riga, mentre questa gira intorno 
ad F'. Lo stiletto così movendosi descriverà un arco dell’iper- 
bola. Infatti, mentre dalla posizione M, ove F'M-FM = AA\ 
si passa ad un’altra, il raggio vettore FM diminuisce di tanto 
per quanto è il filo che si è adagiato lungo la riga; ma d’al- 
trettanto diminuisce F'M, quindi anche F'M'-FM'^AA'. 



354. Problema VI. — Dati di grandezza e posizione due dia- 
metri coniugati d’ un’ iperbola , descriverla per assegnazione di 
punti. 

Soluzione I. — Como al §. 211, 

Soluzione II. — Sieno AA',BB' i duo diametri coniugati 
dati di posizione e di grandezza, e sia BB' 
il diametro trasverso. Dal centro C si meni, 
perpendicolarmente al diametro non tras- 
verso BB', la CD=:CB; si prenda CA"=CA' 
e, preso un punto qualunque Q sulla di- 
rezione del diametro BB', si congiunga 
con D , e per A” si meni A "E parallela a 
BB'; in fine, menata per Q la MQM' parallela ad AA', si ta 
gli QM=QM' = QE, e saranno M,M' due punti dell’ iperbola, 

In effetti si ponga kk'-2a, BB'—2b, l’ascissa CP=x, e 
l’ordinata MP —y; si meni EU parallela a CI), e per costruzione 
sarà CD— CB=i; GE=CA"=CA'=a; QE=QM=CP=x; CQ=MP=y; 
QG=\/AE 1 -UE *=z\lx t -a t ; nel tempo stesso, si avrà CD:EG— 



CQ:QG, ovvero b:a=y:y/x i -a * , y= \lx t -a t . Or qucst’equa 


zione è quella d’un iperbola che à per diametri 2 a c2b. 

355. Scolio. — Nell’attuale figura si è supposto esser il dia 
metro BB' maggiore di AA', c perciò il punto D c caduto al 
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di là di A": la costruzione non sarebbe diversa se invece fosso 
BB'<AA', o BB'— AA’; nel primo caso il punto D cadrebbe tra C 
ed A", e nel secondo, il punto D si confonderebbe con A". In 
quest’ ultimo caso, venendosi a confondere i tre punti 1),A",E, 
egli è chiaro che per effettuare la costruzione della curva, ba- 
sterà menare, dai diversi punti dell’asse non trasverso BB' e 
parai lolamen te ad AA', delle rette oguali alle distanze rispet- 
tive di quei punti dal punto A", e da ambe le parti di BB'. 

356. Problema VII. — Dati i fuochi e un punto dell’ iper- 
hola costruirla. 

Soluzione. — Sieno F ed F' i fuochi ed M (fig. §. 246} il 
punto. Si meni per F ed F' una retta indefinita; dividasi la FF' 
per metà in C, e sarà C il centro dell’iperbola; indi si con- 
giunga M con F e co» F', e, a partire da C, dall’ una parte c 
dall’altra di questo punto, si tagli CA=CA' = ](F'M— FM) , 
o sarà AA' l’asse trasverso dell’ iperbola. Il rimanente della 
costruzione come nel problema V. 

357. Problema Vili. — Dati il centro » tre punti del/’iper- 
lola , costruirla.. 

Si risolve questo prob. come l’angolo IV, relativo all’ellisse. 

358. Problema I X. — Dati gli asintoti e un punto dell’ iper- 
bola, descriverla per assegnazione di punti. 

Soluzione. — Sieno ON,ON' (fig. §. 214) i due asintoti, ed M 
il punto. Si conducano per M differenti corde, come NMN'; si 
tagli N'M'=NM, e saranno M,M', cc. punti dell’iperbola (§. 215). 

359. Costruzione grafica della parabola , datine al- 
cuni elementi. 

Problema X. — Essendo dato il parametro principale d' una 
parabola, la direzione detrasse, e il vertice; descriver la curva 
per assegnazione di punti. 

Soluzione I. — Sia AX la direzione dell’asse ed A il ver- 
tice. A partire da questo punto si ta- 
gli AB --al parametro dato; indi se- 
gnata un’ascissa qualunque AP, c 
descritta su BP , come diametro , la 
circonferenza BQP, che tagli in Q la 
retta AQ, perpendicolare ad AX, si 
conduca perQ la QM parallela ad AX 
e da P la PM parallela ad AQ; il punto M ove s’incontrano 
queste parallele apparterrà alla parabola. In fatti, dinotando 



Dìgitized by Google 


§. 3G0. COSTRUZIONI GRAFICHE §. 360. 167 

con 2 m il parametro AB, e facendo A P — a: , M P — y, avremo, 
per costruzione e por un teorema noto AQ*~ MP*~ABx AP, 
o vero Or quest’equazione è quella d’una parabola, 

che, riferita all’ asse, à per parametro 2 ni. 

Soluzione II. — Prendasi AF = alla quarta parte del para- 
metro dato, e sarà F il fuoco della chiesta parabola (§: 248 ) ; 
si tararli AD = AF, e condotta DH perpendicolare ad A X, sarà 
DH la direttrice (§. 248). Fatto ciò dal fuoco F come cen- 
tro, e con un raggio FM>FA descrivasi un arco; indi, presa 
DP = FM, si conduca per P la PM parallela a DH, e incon- 
tri in M l’arco descritto: sarà M punto della parabola, per- 
chè le due distanze MF,MH dal fuoco c dalla direttrice, per 
costruzione, sono eguali; la parabola sarà la cercata, perchè 
la distanza del fuoco F al vertice A è quarta parte del pa- 
rametro dato. 

Soluzione III . — Per moto coni inno . — Secondo la precedente 
costruzione può la parabola esser descritta con moto continuo. 
Infatti basta prendere una squadra, un Iato della quale s’a- 
dagi lungo la direttrice DH, e l’altro lato sia HML ; preso 
quindi un filo lungo quanto quest’ ultimo lato, si fissi un estro 
mo di questo filo in L e l’altro nel fuoco F; poi con uno sti- 
letto si tenda il filo contro il lato IIL, mentre la squadra si 
muove parallelamente a sè stessa, scorrendo sulla DH. Lo sti- 
letto andrà descrivendo un arco della parabola cercata; poi- 
ché, in qualunque sua posizione, la lunghezza MF del filo, 
dallo stiletto al fuoco, è sempre eguale alla parte IIM del lato 
HL, compresa tra lo stesso stiletto c la direttrice. 

Avvertenza. — Se è dato il fuoco F e la direttrice DII, si 
mena prima per F la perpendicolare indefinita FD alla diret- 
trice, e divisa FD per metà in A, sarà A il vertice della pa- 
rabola. Quiudi si continua la costruzione come qui innanzi. 

360. Problema XI. — Dato il diametro con la corrispondente 
tangente, e il parametro rispetto a questo diametro, o pure un 
punto della parabola, costruirla. 

La costruzione è analoga a quella del §. 208. 

Quando, invece del parametro, sia dato un punto N della 
curva, allora si condurrà prima l’ordinata NP al diametro, e 
trovata una terza proporzionale in ordine ad AP ed NP (A essen- 
do l’estremo del diametro) sarà essa il parametro della cuna, 
come si vede daU’cquazionc y*=2 mx. Trovato il parametro, si 
continuerà a costruire come ora è stato indicato. 
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361. Problema XII. — Dati cinque punti A , B ,C , D , E d' una 
conica, costruirla. 

Si conducano le due rette AB, CD che si taglino in P ; ni 
conducano le due rette AD.BC e si taglino in P"; finalmente 
si conducano le rette AC,BI) che si taglino in P". Sarà I* 
polo della retta P'P" rispetto alla conica qualunque, che passa 
pe’quattro punti A,B,C,D (§. 326). Fatto ciò si congiunga P 
col quinto punto E, e la congiungente incontri in H la P'P"; 
si trovi il punto G coniugato armonico di E rispetto agli altri 
due P ed H; c sarà G un sesto punto della conica (§. 287 . 
Il quale si può determinare benanche congiungendo AB , la 
quale- tagli in F la P'P"; indi congiungendo BF che iscontrerà 
PE nel punto G ;§. 324). Ottenuto un sesto punto, per mezzo 
di cinque di essi, escluso uno dei dati, si determinerà un 
altro e cosi appresso. 

362. Determinazione d’un qualunque diametro, del cen- 
tro , DEGLI ASSI, O d’un SISTEMA DI DIAMETRI CONIUGATI 
d’uNA CONICA. 

Problema XIII. — Data una conica segnarci un diametro. 

Soluzione. — Si menino due cordo parallele o si congiun- 
gano i punti medii, la congiungente sarà il diametro corcato. 

Scoli*. — Quando il diametro dov’esser coniugato d’un si- 
stema di corde parallele a una retta di posizione data, allora 
le due corde devono essere parallele alla retta data. 

363. Problema XIV. — Dato il contorno d’un. ellisse, o quello 
d’un’iperbola, trovare il centro della curva. 

Soluzione. — Si segni un qualunque diametro nella curva 
(prob. pr.) e si biseghi; il punto bisegante sarà il centro. 

364. Problema XV. — Date le stesse cose del prob. prec., e 
di più dato il centro della curva, segnarne gli assi. 

Menato un diametro DD' si descriva su di esso la circonfe- 



renza -DED'E', e si conducano le corde 
DE, ED'; indi pel centro C si menino le 
AA',BB', parallele rispettivamente a DT. 
ed ED, e saranno AA\BB' gli assi; il 
primo de’quali, trattandosi d’iperbola, 
è il trasverso. In fatti DE,D'E, son due 


corde supplemeutarie ad angolo retto, e però AA',BB' sono due 
diametri coniugati ortogonali (§. 309) e quindi assi. 


Scolio. — Nel caso dell’ iperbola l’asse non trasverso rima- 


ne fissato soltanto di posizione. 
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365. Problema XVI. — Date le stesse cose del proli, prec- 
tivcare due diametri coniugati , che facciali tra loro un an ' 
gola dato. 

Si conduca un qualunque diametro DD' e su di osso si co- 
K struisca un arco DMD', capace a colite- 
li nere P angolo dato: sia M il punto d’in- 

Mt. »! ~ 1 n' tersezione di quest’arco con la curva, c 

| f ///i^ * vN k si congiungan le corde DM , D'AI ; indi 

Vy \ , si conducano jiel centro C le due rette 

l>4 ' V — . . I EE',FF', parallele rispettivamente alle 

* / corde D'M,DM, o saran ossei diametri 

" - •*' dimandati: nel caso dell’ii>erbola sarà Eli' 

l’asse trasverso, ed FF' indicherà la direzione del non trasverso. 

In fatti lo corde DM , D’M sono supplementaric , e le rette 
menato pel centro sono le direzioni di due diametri coniugati, 
facienti tra loro il medesimo angolo di quelle corde. 

Scolio. — L’arco descritto sul diametro DD' incontra, in 
generale, la curva data in un secondo punto M', e però vi 
saranno due altre corde DM', D'M', il cui angolo DM'D' è sup- 
plementare di DMD' , ma determinano un altro sistema di 
diametri coniugati formanti 1’ angolo dato. Ciò avviene per- 
ché il problema, in generale, ammette duo soluzioni. 

366. Problema XVII. — Dati di sito e di grandezza un 
diametro dell’ ellisse , un punto , e la direzione del diametro 
coniugato, determinare la lunghezza di questo. 

Sia AA' il diametro dato di sito e di grandezza; sia D il 
punto dato , e BCB' la direzione del dia- 
metro coniugato. Si tiri l’ordinata DE pa- 
rallela a BB' ; indi sul diametro AA' de- 
scrivasi la semicirconferenza AFA'; da E 
s’ innalzi la EF perpendicolare ad AA' : 
fatto ciò si trovi una quarta proporzionale 
in ordine ad FE , CA e DE , e sarà quella la lunghezza del 
semidiametro, la quale si porterà da C verso B e verso B'. 

In effetti, posto AC=CA'-a, CE— a, DE— p, CB=CB'=i, sarà 

per costruzione FE =-- V (a rtt) (® ®j = \J «*— a* , CB = (ACxDE). 
EF, o sia b-a$:\a t -a. 1 , da cui Or quest’ e- 

quazione esprime che il punto (a^) D appartiene a un ellis- 
se, riferita a due diametri coniugati 2«= AA , 2J=BB . 

Rubini — Geom. Analitica. ~~ 
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Scolio I. — Mercè questo problema ed il II (§. 353) possia- 
mo costruire un’ellisse, quando ne sia dato un punto, la gran- 
dezza e posizione d’un diametro, e la posizione del suo coniugato. 

Scolio II. — La stessa soluzione à luogo ancora quando è 
dato il contorno dell’ellisse; allora il punto supposto dato nel 
problema, sarà un qualunque punto preso a piacere sulla curva. 

367. Problema XVIII. — Dati di grandezza e posizione un 
diametro trasrerso dell’ iperbola , un punto 
di essa, e la direzione del diametro non tra- 
sterso, determinare la lunghezza di questo. 

Sia AA' il diametro trasverso dato, C il 
centro, D il punto dell’iperbola, e BB' la di- 
rezione del diametro non trasverso. Si tiri 
l’ordinata DE parallela a CB; si descriva 
la mezza circonferenza AFA' sopra AA', c dal punto E si con- 
duca la tangente EF; indi si trovi una quarta proporzionale in 
ordine ad EF,CA e DE, e sarà quella la lunghezza del diame- 
tro non trasverso, la quale si porterà da C verso B o verso B' 
La dimostrazione è analoga a quella del prob. prec. 

Scolio. — Anche qui àn luogo due scoli analoghi a quei del 
problema precedente. 

368. Problema XIX. — Dato di posizione un diametro d’una 
conica dotata di centro, trotare il suo coniugato. 

Soluzione I. — Sia EE' (fig. §. 365) il diametro dato : si 
conduca un diametro qualunque DD' e si meni la corda D'M 
parallela al diametro dato : indi si congiunga la supplcmen- 
taria MD, e pel centro si meni FF' parallela a questa corda; 
sarà FF' il diametro dimandato, il quale nell’ellisse sarà de- 
terminato di grandezza, e nell’ iperbola soltanto di posizione. 
In fatti i due diametri FF' ed EE', paralleli rispettivamente 
alle corde supplcmentario MI)', MD, sono coniugati (§. 353). 

Se la curva non è descritta, ma sono dati per determinanti 
di essa i due diametri coniugati DD', GG' (med. fig.), si ri- 
solverà il problema con la seguente 

Soluzione IL — Per D' si meni D'M parallela al dato dia- 
metro EE', e tagli in H il semidiametro CG ; si prenda CQ 
terza proporzionale in ordine a CH e CG , e congiunta DQ . 
l’incontro di questa retta con la D'M darà un punto M appar- 
tenente alla curva (§. 318), e le DM, D'M saranno due corde 
supplementarie ; si che, se pel centro C si meni la CFR pa- 
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rallela a DM, essa dinoterà la direzione del diametro coniugato 
al dato Eli'. Per averne la grandezza si premia CF media pro- 
porzionale fra DQ e DK, e sarà CF il semidiametro cercato. 
In fatti, condotta per D' la tangente D'R, e prolungatala fino 
ad incontrare in R la CR, i due triangoli QDC, RCD' saranno 
eguali, perchè CD -CD'.an. QDC=RCD',ean. QCD.-an. RD'C, per 
essere QD parallela a CR e QC a RI)', laonde CR=DQ; d’al- 
tronde CL=MK-DK. Ma CF è inedia proporzionale fra DQ e DK, 
dunque sarà parimente media fra CR e* CL e quindi (8. 310 
CF è la lunghezza del semidiametro FF' coniugato di EE'. 

Se la grandezza del diametro Eli' non è data, si determi- 
nerà osservando che D'L : CE = yCF* — CL* : CF ; ora la retta 
D’L,CF,CL sono note, e però si potrà avere CE. 

369. Problema XX. — Dati di grandezza e posizione due 
diametri coniugali il’ un' ellisse non descritta, determinare di 
grandezza e posizione gli assi. 

Sieno DI)' ed EE' i due diametri dati di grandezza e posi- 
, zione, e poniamo che A A’ e DB' sien gli 

assi cercati nella loro grandezza e posizio- 
ne- Allora menando per li la TS parallela 

ha a I)D', sarà ST tangente la curva, e quindi 

| ESxEC — CD 1 (§. 319j. Or dovendo essere 

B retto l’angolo SCT , la mezza circonferenza 
descritta sopra TS come diametro, dovrà passare per C; ma, 
nel tempo stesso , se perpendicolarmente ad ST si conduca 
EG -CD, dovrà la detta circonferenza passare per G. Pertanto, 
tirata per l’estremità E d’uno de’ due diametri la parallela ST 
all’ altro DD'; e menata per lo stesso punto E, perpendicolar- 
mente a questa parallela, un’altra retta EG — CD, si descri- 
verà un cerchio, il quale abbia il suo centro sulla ST, o passi 
per C e G, esso taglierà ST in due punti S c T, che, con- 
giunti col centro C dell’ ellisse, daranno la posizione degli assi. 
Allora, menate EP parallela a SC, ed EQ parallela a CT, non 
resta che prendere AC— A'C media proporzionale tra CT c CP, 
e BC — BC media tra CS e CQ; e AA',AB' saranno gli assi. 

370. Problema XXI. — Dati di grandezza e posizione due 
diametri coniugati d’un’iperbola, non descritta, determinare la 
grandezza e posizione degli assi. 
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Soluzione. — Sieno Db' il diametro trasverso, KE' il coniu- 
gato; c sieno AA', lì lì' gli assi cercati. Me- 
nata per D la DS parallela al diametro EE' 
e che incontri in T ed S i due assi, essa sarà 
una tangente, c dovrà essere DSxDT — CE 1 : 
nel tempo stesso l’angolo ACB' essendo retto, 
sarà iscritto in un mezzo cerchio, avente ST 
per diametro, c quindi il suo centro su que- 
sta Vetta. La questione dunque riducesi a de- 
scrivere un cerchio che abbia il suo centro sopra 1)S , passi 
per C, e la tangente menata da D sia ugnale a CE. In que- 
sto modo si fisseranno le direzioni degli assi, la cui grandezza 
si determinerà come nel problema precedente. 

371. Problema XXII. — Data una parabola condurre un dia- 
metro , che passi per un punto dato. 

Si segni nella parabola data un diametro qualunque, quindi 
pel punto dato si meni la parallela a questo diametro ; sarà 
essa il diametro dimandato. 

372. Problema XXIII. — Data una parabola, assegnare la 
posizione del suo asse, e quindi il suo fuoco. 

Sia KAK' la parabola data. Si meni un diametro qualun- 
que DC (prob. XIII); indi tirata la cor- 
da DD' perpendicolare a quel diame- 
tro; divisa questa corda per metà in E 
e ]>er questo punto condotta AEX pa- 
rallela a DC, sarà AEX l’asse diman- 
dato. In effetti AEX è un diametro; ma 
esso inoltre taglia ad angolo retto le 
corde coniugato, dunque è l’asse. 

Per assegnare la posizione del fuoco, 
si trovi la terza proporzionale in ordine 
ad AE, c DE, e presa AF eguale alla quarta parto di questa 
terza proporzionale, sarà F il fuoco j§. 248). 

373. Applicazione della tangente ad una data conica. 

Problema XXIV. — Per un punto dato sull’ ellisse condurre 

la tangente. 

Soluzione I. — Sia M il punto dato (fig. §. 271): si descriva 
sull’asse primario AB la semicirconferenza ANA'; si conduca 
l’ordinata MP, elio si prolunghi sino a incontrare la circon 
ferenza in N; a questo punto si conduca la tangente NT al 
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cerchio, e sarà CT la suttangcntc dell’ ellisse pel putito M 
(§. 271;: laonde congiunta MT sarà questa la tangente richiesta- 

Scolio. — Questa prima soluzione non richiedo che sia di- 
segnato il contorno dell’ellisse, ma basta clic sien dati di po- 
sizione gli assi, c fosso nota la posizione del punto di contatto. 

Soluzione li. — Si conduca pel punto dato M il diametro 

MM', c dal vertice A la corda Ali 
parallela a questo diametro ; si 
meni inoltro la corda supplemen- 
taria A'E, c per M si conduca MT 
parallela ad A'E: sarà MT la tan- 
gente cercata; imperocché questa 
retta essendo parallela ail A'E, è pure parallela al diametro con- 
iugato di MM', e di più passa per l’estremo di questo diametro. 

Soluzione III. — Congiungasi il punto dato M (fig. §. 312) 
con i fuochi F ed F'; indi si prolunghi uno do’ raggi vettori, 
e sia FM, di una quantità MH — MF'; si meni la F'Cx, e di- 
visala per metà in H, si conduca per M ed H la MHT, che 
sarà la tangente cercata. 

In effetti, secondo questa costruzione, il triangolo FMG' ò 
isoscele, c perciò la retta MH divide l’ angolo al vertice F'MG 
in due parti eguali, si clic F'MH=GMH; ma GMH FMD, dunque 
F'MH=FMD, e però MT è tangente l’ellisse in M (§. 312). 

Scolio. — Questa soluzione si applica ancora quando Tellisse 
non è descritta, ma ne sou dati soltanto i fuochi. 

Quando i determinanti dell’ ellisse sono due diametri qua- 
lunque, si risolve il problema, conduccndo jiel punto dato la 
parallela a uno dei diametri , c determinando sull’altro la sut- 
tangente corrispondente a quel punto (§. 270). 

374. Problema XXV. — Menare la tangente all’ ellisse per 
un punto dato fuori della curva. 

Soluzione I. — Sia AMA' (fig. §. 312) l’ellisse, e D il punto 
dato. Si congiunga D con uno de’fuochi e sia F'; centro D e 
intervallo DF' si descriva un arco ; indi dall’ altro fuoco F 
come centro, c con un raggio eguale all’asse maggiore AA', si 
descriva un altro arco che tagli il primo in G; si congiunga 
GF' c divisala per metà in H, si conduca la I)H, che sarà la 
tangente cercata. 

In effetti , secondo questa costruzione, il triangolo F'DG è 
isoscele, c la retta I)H, congiuuge il vertice col punto medio 
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della base. Or se M è il punto d’ intersezione delle FU ed HD > 
e si congiunga MF’> sarà pure F'M = MG, onde FG = FM-ì MG 
= FM-)-MF'; ma per costruzione FG - A A', dunque FM -fMF' 
=AA', e quindi M è un punto dell’ellisse (§.2441. D’altronde 
l’angolo GMH F'.M H e GMH=FMD, come opposti al vertice, 
dunque F'MH— FMD, c perciò (§. 312) DMT è tangente l’el- 
lisse nel punto M. 

Scolio. — È chiaro che per questa soluzione non si richie- 
de il contorno dell’ ellisse, ma soltanto basta conoscere di po- 
sizione i fuochi e la lunghezza del grand’ asse. Inoltre, se si 
fosse congiunto il fuoco F col punto dato D, si sarebbe trovata 
l’altra tangente che si può condurre dallo stesso punto D. 

Se i determinanti dell’ellisse, non descritta, sono due dia- 
metri coniugati FF', GG', si farà uso della seguente 

Soluzione II. — Sia T il punto dato : lo si congiunga col 
centro C, e la CT rappresenterà la di- 
rezione d’un diametro; costruiscasi il 
suo coniugato BB' e si determinino le 
loro lunghezze (prob. XIX). Indi si ta- 
gli CP terza proporzionale in ordine a 
CT e CA'; si prenda PH media propor- 
zionale tra AP e A'P, si meni HM paral- 
lela ad A'B, e sarà M il punto di contatto cercato. 

In effetti si à per costruzione PH^-APxA'P; ma per la evi- 
dente simiglianza de’triangoli BCA', MPH si à la proporzione 
PH:PM::CA':CB, o sia PEPiPlPirOA^CB*, e posto APxA'P 
invece di PII 1 , s’avrà AP X A'P : PM*::CA'*:CB*, osia, facen- 
do CA=CA'=a, CB-i, AP=ar, MP-t/, s’avrà x{2a -x):y i :'.a t :b i , 

i* 

donde j/* = -- (2<zx , -x*), dunque il punto M appartiene all’el- 

d 

lisse che à per diametri AA', BB’; ma esso di più sta sulla 
MN, quindi (§. 310) è il punto di contatto della tangente me 
nata per T. 

Scolio. — Prendendo PN— PM, s’ avrà un altro punto N, e 
quindi un’altra tangente TN, come nella soluzione precedente. 

375. Problema XXVI — A un’ellisse data condurre la tan- 
gente parallela a una retta data. 

Soluzione I. — Sia l’ellisse data ABA'B' (fig. §. 373) si 
meni la corda A 'E parallela alla retta data; indi si conduca il 
diametro MM' coniugato di questa corda, e per l’estremo M si 
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conduca MT parallela ad A'E; sarà MT la tangente cercata. 
In fatti questa retta tocca la curva in M (§. 282) ed è paral- 
lela alla retta data. 

Se la curva non ò descritta, ma ne son dati due diametri 
coniugati qualunque DD',GG' (fig. §. 365) varrà la seguente 

Soluzione II. — Si meni per I)' la D'M parallela alla retta 
data, e sia H il punto in cui incontra il semidiametro CG; si 
prenda CQ terza proporzionale in ordine a CH e CG, e con- 
giunta DQ, il punto M, ove questa retta incontra D'M, sarà 
un punto dell’ellisse (§. 321) e le D'M, DM saranno due corde 
supplementarie. Allora, condotte pel centro C due rette KE', FF', 
parallele a queste corde, s’avranno le direzioni di due diametri 
coniugati, e se ne determineranno le lunghezze come nel pro- 
blema XIX. Fatto ciò, per restremo F del semidiametro CF, si 
menerà parallelamente a D'M, una retta che sarà la tangente 
cercata. In fatti essa è tangente la curva in F, ed è parallela 
a D'M e quindi alla retta data. 

376. Hroblema XXVII. — Trovare i punti <ì’ intersezione 
d’ una retta data con vii’ ellisse non descritta. 

Soluzione. — Sia MN (§. 374) la rutta data, e i due diametri con - 
iugati FF',GG' sieno i determinanti dell’ellisse. Si conduca pel 
centro C, parallelamente a MN, la BB' che sarà la direzione 
d’un diametro. Si determini (prob. XIX) la posizione e la gran- 
dezza del coniugato AA', e quindi si segni il polo T della MN, 
col prendere CT terza proporzionalo in ordine a CP c CA'. 
Fatto ciò si trovino (prob. XXV , soluz. II) i punti di con- 
tatto M , N delle tangenti menate per T, e saranno quei punti 
i richiesti. 

377. Prorlema XXVIII. — Per un punto dato sull’iperbola 
menare la tangente. 

Soluzione I. — Mercè la suttangente {§. 270). 

Soluzione II. — Sieno F,F' i fuochi (fig. §. 315;. Si con- 
giungano col punto M e si Inseghi l’angolo FMF'; la Inse- 
gante MT sarà la tangente cercata (§. 312). 

Scolio. — Per questa soluzione basta che sicn dati i fuochi. 

Quando i determinanti doli’ iperbola sono i suoi asintoti , 
allora si risolve il problema partendo dalla proprietà del §. 262. 

378. Prorlema XXIX. — Per un punto dato fuori dell’iper- 
bola menare la tangente alla curva. 

Soluzione I. — Sieno I) il punto dato (fig. §. 315), F,F’i 
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fuochi, ed A.V l’asse trasverso dell* ipcrbola. Centro I) c in- 
tervallo I)F' descrivasi un arco, c centro l’altro fuoco Fe in- 
tervallo l’asse trasverso A.V descrivasi un altr’arco che tapi i 
il primo in G. Si congiunta la GF' e bisogntala in H si meni 
la DH, che sarà la tangente cercata. La dimostrazione ò ana- 
loga a quella del §. 374. 

Scolio. — Per questa soluzione basta conoscere soltanto la 
grandezza dell’asse trasverso c la posizione de’ fuochi. 

Soluzione II. — Sia I) il punto dato, e C il centro dcll’ipor- 
bola. Si congiunga CD, e questa con- 
\\/ giungente poniamo che incontri la curva 
ri / in A ed A', per modo che AA' sia un 
/f\ — diametro trasverso. Allora si tagli CP 

j u > ■ terza proporzionale in ordine a CD e CA, e 

ì — M\. si meni l’ordinata PM, ossia la parullela 

'.j V al coniugato non trasverso Pii' , o pure 

; alla tangente in A, o quest’ordinata PM 

incontrerà la curva in due punti M,M' che congiunti con 1) 
daranno lo due tangenti DM, DM' (tj. 310). 

Se il punto dato cado sopra un diametro non trasverso, come 
E; allora segnato il diametro AA', trasverso c coniugato di BB\ 
si mena per E la EM parallela ad AA', e al punto M s’applica 
la tangente, clic incontra la direzione del diametro BB' in Q. 
Per questo punto si mena M"QM' parallela ad AA', e rincon- 
tro di questa parallela con l’iperbola dà due punti che 

congiunti con E determinano le tangenti cercate. In fatti, per 
costruzione (§. 310) il semidiametro CBò medio proporzionale tra 
CQ c CE, c quindi (§. cit.) EM',EM" sono tangenti la curva. 

Scolio I. — Quando i determinanti dell’iperbola non descritta 
sono due diametri coniugati qualunque, e il punto dato si trova 
sopra un diametro trasverso qualunque, cioè cado dentro l’an- 
golo degli asintoti, si risolverà il problema come nel caso ana- 
logo dell’ellisse qirob. XXV’, soluz. II.). 

Scolio II. — Se il punto dato T (fìg. §. 262) sta sopra un 
asintoto, si dividerà la CT per metà in P, e da questo punto 
condotta PM parallela all’altro asintoto CK', l’incontro di quella 
parallela con la curva darà il punto di contatto M |§. 262'. In 
questo caso vi è una sola tangente CK a distanza finita; l’altra 
è lo stesso asintoto CK', che tocca la curva a distanza infinita. 
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379. Proiilf.ma XXX. — Menare all’ iperbato una tangente , 
parallela a una retta data. 

Soluzione — Se l’ipcrbola è descritta si mena una corda pa- 
rallela alla retta data; o colfdotto il diametro coniugato di que- 
sta corda, si tira per 1’ estremo di esso diametro una seconda 
parallela alla retta data, c sarà questa seconda parallela la tan- 
gente cercata. La dimostrazione è la stessa che quella del pro- 
blema XXVI, soluz. I. 

Se l’iperbola non è descritta, ma ne son dati due diametri 
coniugati qualunque, allora si risolve il problema come Tana 
lego per l’ellisse {prob. XXVI, soluz. II.). 

380. Problema XXXI. — Trovare i punti d’ intersezione, 
d’una retta con, una iperbola non descritta. 

La stessa soluz. come nel prob. XXVII relativo all’ ellisse. 

381. Problema XXXII. — Per un punto della parabola con- 
durre la tangente alla curva. 

Soluzione I. — Per mezzo della suttangcnte (§. 270). 

Soluzione II. — Si meni il raggio vettore FE (fig. §. 372', 
c presa FT = FD, si congiunga L>T , che sarà la tangente cer- 
cata. In effetti, per costruzione, l’angolo FTD — FDT; ma con- 
dotto per D il diametro DC risulta parimente GDC- DTF, dun- 
que TDF = GDC, e perciò (g. 314) DT è tangente la parabola. 

Per applicare questa soluzione basta conoscere la posizione 
dell’asse, e quella del fuoco, senza che la curva sia descritta. 

Se la curva non ò descritta, ma n’ù dato un diametro qua- 
lunque AX con la corrispondente tangente, si usa la seguente 

Soluzione III. — Pel punto dato I) si meni DE parallela al 
dato diametro AX; sia E il punto in cui 
DE incontra la tangente AY, e bisegata 
AE in F, si congiunga questo punto col 
dato D , c la DFT sarà la tangente cerca- 
ta. In effetti, condotta l’ordinata DP , i 
due triangoli TPD,TAF risultano simili, 
e dànno la proporziono TP:TA::PD:AF; ma DP=AE=2AF, 
quindi anche TP è doppia di TA e perciò di AP, laonde (§. 270) 
DT è tangente la parabola nel punto T. 

382. Problema XXXIII. — Condurre la tangente alla para- 
bola per un punto dato fuori la curva. 

Soluzione I. — Sieno D (fig. 2”, §. 315) il punto dato; F il 
fuoco, ed 11$ la direttrice. Centro De intervallo DF descrivasi 
Rubini — Genm. A nalitica. 23 
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un cerchio, che tagli la direttrice in B; si meni la BF, ebi- 
segatala in G, si congiunga G col punto dato D, e sarà DG 
la tangente cercata. 

In effetti , per B si meni la BM parallela all’ asse AN, e si 
congiunga MF; e poiché per costruzione il triangolo PDB è 
isoscele, e la retta DG ne congiunge il vertice col punto di 
wnezzo della base, sarà BM = MF, e quindi M è un punto della 
parabola. Inoltre l’angolo BMG=GMF, quindi DM è tangente 
la parabola nel punto M (§. 314). 

Scolio. — Per la presento soluzione è necessario conoscere 
la posizione del fuoco e quella della direttrice, e quindi l’asso 
della curva; ma se ciò non avesse luogo, si à l’altra 

Soluzione II. — Sia D il punto dato: si meni nella curva 
x un diametro qualunque (pr. XIII); indi 
dal punto D si meni un secondo diame- 
tro DAP, parallelo al primo, e tagliata 
if\ AP — AD, si conduca la tangente AE al- 

y' / \ l’estremo A del diametro AP, e per P si 

D a/ JP X meni, parallelamente ad AE, la MP che 
\ / incontri la curva in M; congiunto qnesto 

' V punto con D, sarà DM la tangente cer- 

cata; imperciocché la suttangente PD è 
doppia dell’ascissa AP. 

Scolio. — Qui, come pure nella soluzione precedente, vi sa- 
ranno due soluzioni, perchè la parallela PM incontrerà la curva 
in un secondo punto M\ 

383. Problema . XXXIV. — Condurre a una data paratola, 
una tangente parallela a una retta data. 

Soluzione. — Si meni una corda parallela alla retta data ; 
si segni il diametro coniugato di questa corda, e la corrispon- 
dente tangente; questa sarà la cercata. 

384. Problema XXXY. — Per un punto dato sopra una co- 
nica condurre la normale alla curva. 

Soluzione I. — Si meni pel punto dato la tangente, secondo 
i problemi innanzi risoluti, c per lo stesso punto si conduca 
la perpendicolare a quella tangente. 

Soluzione II. — Pel punto dato si menino due corde ad an- 
golo retto; si congiungano gli estremi non comuni di queste 
corde; la retta che unisce il punto medio di questa congiun- 
gente col punto dato sarà la normale richiesta (§. 322'. 


Digitized by Google 


§. 385. 


COSTRUZIONI OHAKICHK 


§.385. 179 

385. Costruzione d’una conica di data equazione. — Po- 
niamo che s’abbia a costruire la conica data dell’equazione: 

(C) <nr 5 -f 2b xy + ctj* + 2dx + 2ey +f= 0 , 

riferita a due assi qualunque. Come sappiamo l’equazione 

(1) ax*+2iiyx-cy'=0 (§.278). 

è quella di due rette parallele agli asintoti, i quali sono reali 
nel caso dell’ iperbola, immaginari in quello dell’ellisse, e pas- 
sano all’infinito nel caso della parabola. Poniamo il primo caso: 
allora la (1) è scomponibilo in due fattori reali di l.° grado 
mt/fax, m'y+n'x, i quali eguagliati a zero corrispondono a due 
rette parallele agli asintoti; e la (C) può essere scritta cosi: 

(2) (mx + ny) [m'x -f n'y ) + 2 dx + 2ey r f~ 0 , 
quiDdi se si ponga (*) : 

(3) mx + ny—p, o pure m'x + n'y— p', 

essendo p,p' quantità costanti, queste equazioni saran pur esse 
quelle di due rette parallele agli asintoti , e per trovarne i ri- 
spettivi punti d’incontro con la curva, bisognerà combinare 
la (2) con ciascuna delle (3), poniamo con la prima, in virtù 
della quale la (2) diviene: *• 

(4) »'y) + 2dx-\-2ey +/=0, 

e quest’equazione indica una retta che incontra la 2) nel punto 
stesso-in’ cui rincontra la prima retta (3); e però se questo punto 
deve essere all’infinito, perchè quest’ultima retta sia asintoto, 
è d’uopo che la prima (3) e questa (4) dessero valori infiniti 
per x e y; il che à luogo, come si sa dall’Algebra, se 

pm'+2d m 
® K + 2, = *’ 

Similmente la seconda (3) sarà l’altro asintoto, se 

#ai p'm + 2d m' 

!6) ~p*n+2e ~ ‘ 

Pertanto, ricavando da queste (5) e (6) i valori delle ignote p,p' 
e ponendoli nelle (3) avremo le equazioni degli asintoti , che 

(•) Pascla — Raccolta di problemi di Geometria risoluti coll' analis' 
algebrica; n." 6. 
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si costruiranno ; indi si determina un punto dell’ iperbola , 
mercé la sua equazione, e s’avrà tutto il necessario per co- 
struir la curva. 

386. Giova notare quanto segue: 1° se nella data equazione 
(C) manca qualcuno de’quadrati, e sia a:*, il trinomio (1) si 
riduce semplicemente a y\2bx + cy), e una delle (3), poniamo 
la prima, alla forma semplicissima ny—p, che indica essere un 
asintoto parallelo all’asse delle x. Similmente se nella (C) manca 
il termine in ; /*, un asintoto è parallelo all’asse delle y; e perù 
mancando a un tempo questi termini, gli asintoti sono paral- 
leli agli assi delle coordinato, come sapevasi. In generale se 
alcuno de’ fattori di 1° grado della (1) non contiene che una 
sola variabile, un asintoto è parallelo all’asse a cui si riferi- 
sce la variabile che manca. 

2" Se d-e--. 0, mancheranno nella (C) i termini a 1° gr. , 
e le (5) e (6) daranno — 0; e però, in tal caso i due fattori 
della (1), eguagliati a zero, dànno le equazioni degli asintoti. 

387. Nel caso dell’ellisse i fattori della (1) sono immaginari!’, 
per essere l 2 —ac < 0 ; ma appunto per ciò può allora darsi, in 
generale, alla (C) la forma seguente : 


(7) ( ai f by rdf +• (my f n *—p*, 

essendo m,n,p quantità reali. In fatti, sviluppando si à 


ax 1 -(- 2 bxy 


L* r ni 1 


t/ J +2rf.r + 2 


bd + mn d* + n* p 2 

H - •* — 


■!/+ 


= 0 , 


a a a 

e quindi, perchè quest’equazione sia identica alla (C) , basta 
che sia b*-rtn t —ac, bd+mn—ae, d l +n t -p t =af, d’onde si trae : 


(8) m=\ac—b 2 , n=[ae—bd):\lac £*, p 2 -a\:(ac-b 2 ), 

essendo A— ae t + ctP-tfb*- 2bde~ acf. Ora essendo ae—b t >0, 
ben si vede che la trasformazione è reale. Non occorre d’altronde 
prendere il radicale col doppio segno nelle forinole (8), perchè 
uno 6 il risultamento in ambi i casi. 

Posto ciò, tornando alla (7), osserviamo che ax + by-h d = 0 è 
l’equazione del diametro coniugato dell’asse delle x (§.279); 
e ponendo nella (7) 


(9) + d— 0, o pure 

(10) 

iny + n,— 0 , 

ne risulta 

in corrispondenza 



ai) 

my+ n = ±p, 

(12) 

ax + by + d 
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d’onde si vede che rincontro del diametro (9) con la curva è 
dato dai punti comuni a detta curva e alle due parallelo (1 1); 
e poiché ciascuna di queste rette non incontra la conica che 
in un sol punto, sono esse le tangenti coniugato del diame- 
tro (9). Inoltre le (12) sono due altre tangenti parallele al dia- 
metro (9), quindi pe’punti de’ loro contatti passa il coniugato 
del diametro (9); ma per questi punti passa la retta (10), la 
quale d’altronde è parallela alle due tangenti (11) coniugate 
del diametro (9), quindi la (10) è l’equazione del diametro con- 
iugato del (9). Pertanto, costruendo le rette (9), (10), (11) e (12), 
assegneremo in grandezza c posiziono due diametri coniugati 
dell’ ellisse, la quale si potrà quindi descrivere. 

388. È buono osservare che siccome bx + cy + e—0 è il dia- 
metro coniugato dell’asse dello y (§.279), si può egualmente 
dare alla (C) la forma 

(13) (ix +<?>/ + e)* + (m'x+n'^—p'*, 

determinando le costanti m',n',p' come le m,n,p. 

389. Inoltre questo stesso metodo può applicarsi all’ipcrbola; 
allora lo trasformate della (C), analoghe alla (7) e (13) saranno 

( 14 ) ] [ax+ty+dp- (m,y+n,)*=p*, 

1 [bx + cy + e) x ~ [m r x ¥n t ) i =p i t , 

c le costanti »i, , », ,p , , m i ,n i ,p i verran determinate seguendo 
le norme precedenti. In generale, si può provare che può darsi 
alla (C) una delle due forme: 

(x + ny +p) x + (m'x + n'y +p')*=q i , 

[x + ny -+ p)* — [m'x + n'y +p')‘ t = q '* , 

secondo clic rappresenta l’ ellisse o l’iperbola, c cosi possonsi 
determinare le grandezze c posizioni di due diametri coniu- 
gati, seguendo il superiore procedimento. 

390. Finalmente nel caso della parabola, il trinomio (1) è 
un quadrato perfetto, così che la (C) prende la forma: 

(15) a(x + my) t -r2d.r + 2ey+f=0, 
c comcchò, fatto: 

(16) x + my-0, risulta (17) 2dx + 2ey -rf- 0 , 

cosi la (16) incontra la parabola (15) in un sol punto, che é quello 
in cui rincontra la (15), e però la (16) è un diametro della 


Digitized by Google 



182 §. 391 . PARTE PRIMA — (jEOMKTKl A NEL PIANO §. 393 . 

parabola, mentre la (17), è la tangente coniugata di detto dia- 
metro. Pertanto costruendo le rette (16) e poi, mercè la stessa 
equazione (15) assegnando un punto della parabola, si potrà 
costruire questa curva, come già sappiamo. 

391. Se l’equazione della conica può prender la forma: 

(17) LM—NP, 

essendo L,M,N,P della forma ax+bij + c — 0, allora s'osser- 
verà che questa conica passa pe’ punti comuni ai due luoghi 
LM-Q, NP—0 (§. 58), ciascuno de’quali è il sistema di due 
rette, cioè L= 0, Af—Q ed N— 0, i*=0; e però costruendo que- 
ste quattro rette, la conica (17) passerà pe’ quattro punti d’in- 
tersezione di dette rette, cioè sarà circoscritta al quadrilatero 
da esse formato. Indi si determinerà un quinto punto per mezzo 
della stessa (17), e s’avranno cosi cinque punti della conica, 
la quale si costruirà secondo il problema del §. 361. 

E se le due rette N,P coincidono in una sola per modo che 
l’equazione della conica è 

(18) Z.W=A T », 

allora L,M saranno due tangenti la curva, ed N la retta dei 
contatti, o vero la polaro del punto d’intersezione delle due 
rette L,M. Infatti in questo caso i due punti d’intersezione 
della retta L con le due N, P riduconsi ad un solo, e perciò 
L è tangente la curva. Dicasi lo stesso per la retta M. Laonde 
se si determinano per mezzo della stessa (18) due altri punti A 
e B della curva, e si trova il coniugato armonico di uno di 
essi, poniamo di A, rispetto all’ intersezione [LAi] e al punto 
d’intersezione con la N della retta che passa per (LAf) e per A, 
avremo cinque punti della conica, cioè questo trovato, i due A 
e B, e i due di contatto; quindi potrà costruirsi la conica. 

392. Quando il punto incognito del problema è l’intersezione 
di due coniche, si costruiranno queste curve seguendo i pre- 
cetti esposti. Ma se dalle due equazioni delle coniche può eli- 
minarsi una delle incognite, poniamo la y, allora s’avrà un’e- 
quazione determinata in z, e per determinare il punto ignoto 
si tratterà di costruire quest’equazione, il che si farà come pas- 
siamo ad esporre. 

393. Costruzione delle equazioni determinate. — Ab- 
biamo già veduto (cap. I.) come si possono costruire le equa- 
zioni di 1° o di 2® grado. Passiamo ora alla costruzione di 
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quelle di 3" o 4° grado; e perciò supponiamo data, in generale, 
l’equazione : 

(1) + . . . . + A s1 _,.t-)-.4,,-0, 
e, dinotando con y un’altra variabile, poniamo: 

(2) y - F (s) ; 

quest'equazione possiamo sempre considerarla come quella d’un 
luogo geometrico, e volendo trovare i punti ov’esso incontra 
l’asse delle ascisse converrà porre y — 0 ; allora si à l’equazione 
F(x) = 0, le cui radici daranno le ascisse de’detti punti d’in- 
contro. Or quest’equazione è la stessa proposta (1), dunque le 
radici d’ un' equazione a una incognita x del grado n'"° , sono 
le ascisse de’ punti ore incontra l’asse di questo nome, la curva 
che avrebbe per ordinata il primo membro dell’ equazione data. 

394. Inoltre, un’equazione algebrica a una sola ignota e di 
qualunque grado, possiamo, in generale, supporla come l’e- 
liminata fra due altre equazioni a due ignote; quindi la (1) 
può essere riguardata come l’equazione che dà le ascisse dei 
punti comuni ai luoghi geometrici di due equazioni a due 
ignote. Bene è vero che, in generale, il sistema di due curve 
che possono passare per gli stessi punti, non è un solo, corno 
del pari infinito può essere il numero delle equazioni a due 
variabili, dalle quali eliminatene una, ne risulti la (1). Cosi 
essendo, porremo che 

(3) f(x,y)^0 

rappresenti una delle indicate equazioni a due variabili; allora 
l’altra, dovendo esser tale che combinata con questa abbia a 
dare per risultamento la jl), dev’ esser quella che ottiensi dalla 
combinazione delle (1) o (3): sia quindi 

(4) f, (x,!/) = 0 

questa nuova equazione; cosi le (3) e (4) rappresenteranno due 
luoghi geometrici, i cui punti comuni avranno per ascisse 
le radici della (1). Costruendo pertanto questi luoghi geome- 
trici, e cercando le ascisse de’ punti comuni, avremo le radici 
della proposta. Anzi è da riflettere che se questa equazione 
data si possa metter sotto la forma: 

(5) F,(*)=Fj(x), 
allora ponendo: 

tè) y — F, {.r! , verrà y — F, f.r' . 
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e s’avranno subito i due luoghi geometrici, che con la loro 
intersezione determinano le radici della proposta; perchè nei 
punti comuni alle due curve si à F,(x) = F,(x), cioòF(x)=0. 

395. Nel far uso di questo metodo generale è d’uopo tener 
presenti alquante osservazioni, per riuscire con semplicità e 
sicurezza. E da prima è chiaro che la prima equazione di po- 
sizione, come la (3), dev’essere scelta in modo, che essa e la 
risultante (4) presentassero costruzioni le più semplici che si 
possa. Cosi poniamo che s’abbia l’equazione di 2° grado 

(7) x t + A t x+A i — 0. 

Se per equazione di posizione si prenda quella d’una parabola 

(8) x t = ay, 
combinandola colla (7) si avrà la risultante 

(9) ay + A t x-rA t =0, 

che rappresenta una retta; e quindi per determinare le radici 
della (7) dovremmo costruire una parabola; mentre già sappia- 
mo, che si ànno le dette radici, mercè la intersezione d’una 
retta con un cerchio. Ma se l’equazione di posizione è quella 
d’una retta, e sia: 

(10) x=ay, 

combinandola con la (7) ne risulta l’ altra a t y t + A i ay+ A t = 0, 
esprimente il sistema di due altre rette parallele all’asse delle 
x. In questo secondo modo dunque la costruzione, se non rie- 
sce più facile, per essere quest’ ultima equazione della stessa 
forma della (7), non è neppure più complicata. 

Oltre a ciò, l’assunta equazione di posizione deve soddisfare 
l’altra condizione, cioè, di dare, ad operazioni finite, tutte le 
radici reali della proposta: ciò s’ottiene, se la nuova inco- 
gnita y, che s’introduce con l’equazione di posizione, è una 
funzione uniforme di quella x, che entra nell’equazione data; 
imperciocché l’ incognita y, secondo questa forma, non può as- 
sumere che valori reali, per quelli parimente reali di x, e però 
se i due luoghi g-eometrici dell’equazione di posizione (3) e 
della risultante (4) s’incontrano, le ascisse dei punti d’inter- 
sezione devono necessariamente rappresentare lo radici reali 
della proposta. Cosi, se questa è di 4° grado, cioè 
+ + d. 4 = 0, 

e quella di posizione è la .t* + bx=ay, appartenente a una pa- 
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rftbola e dove la y è funzione uniforme della x, la risultante sarà: 
a l y tj \-a{A % -2b)xy^-{b t -A t b\r l ^-{A t - A^x+A^ay^-A^Q , 

la quale rappresenta una conica, che intersecando la proposta 
parabola darà necessariamente le radici reali. Anzi, poiché le 
a e b sono arbitrarie, ne segue che vi sono infinite curve di 
2° grado, che combinate con la parabola, dànno le radici d’una 
data equazione del 4° grado; e per conseguenza, dovendo que- 
ste varie curve passare per i medesimi punti, si possono pren- 
pere due qualunque tra di esse, per determinare sempre quelle 
radici. E da osservare però che queste due coniche non pos- 
sono essere entrambe cerchi ; imperocché le costoro equazioni 
ànno, in generale, la forma: 

£ l +y , +.<Lri/4 Bx+Cy+J)^ 0, x i +y ì +Axy+B'x+C'y^-D'=0 , 

e la eliminata tra queste equazioni non eccede il 2° grado. 

396. Posto ciò, sia data equazione di 4° grado: 

(11) + Ar*-fex-f<£=0, 

e supponiamo che l’equazione di posizione sia la 

(12) .r*+Jar=pi/, 

appartenente a una parabola: elevandola a quadrato e toglien- 
dola dalla (11), si ottiene l’altra: 

(13) phj t + (b — \a l )x t + cx±d=0, 

che può ridursi, in generale, a rappresentare un cerchio, os- 
servando che; è arbitraria, c però se si potrà fare 

; = — x®*; cosi la (13) avrà eguali i coefficienti di y* e di x *, 

e divisala per uno di essi, diviene quella d’un cerchio, cioè: 

(14) . ,,*+*’+ ÌL*+J[=0, 

Le ascisse de’ punti d’intersezione di questo cerchio con la 
parabola (12) saranno le radici della (11). 

397. Ma se non è non si può porre ; - Vi* — x a 1 > 

perchè si cadrebbe nell’ immaginario: intanto anche ora è pos- 
sibile costruire la proposta per mezzo d’una parabola e d’un 
cerchio: infatti diasi all’ equazione (12) la forma più generale 

(15) x* + ìax-t-xi=pi/; 

indi questa s’elevi a quadrato , si sottragga dalla (11) e s’avrà: 

(16) - i - (\ ab - e)x + d - { J* = 0 : 

Rubini - Geom. Analitica. 24 
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ora sommando la (16) con la (15) moltiplicata per a*, si à 

1 M +Ì6(p*+}a*) + d-i6* 1"°’ 

c quest’equazione appartiene a un cerchio. Anzi, come la p è 
interamente arbitraria, se no potrà disporre in modo che la 

(17) assuma forma più semplice. 

398. Se l’equazione da costruirsi è del 3° grado 

(18) x* + «x*-f èx+c=0, 

si moltiplicherà per x e s’avrà un’equazione di 4° grado, che 
si costruirà come è stato spiegato; ma bisogna ricordarsi che 
in questo caso l’equazione ammetterà la radice zero, che è estra- 
nea alla questione, perchè introdotta moltiplicando la (18) per x. 

399. Por dichiarare le precedenti teoriche, risolveremo al- 
cuni problemi. 

Problema. — Costruire un cubo doppio d’un altro cubo dato. 

Sia x il lato del primo ed a quello del secondo; l'equazione 
del problema sarà x 3 ... 2a s ; laonde moltiplicandola per x (§. proc.) 
la porteremo al 4° grado, cioè x l — 2a 3 x. Ora dovendo prendere 
una parabola ausiliaria qualunque, supporremo che il suo pa 
rametro sia lo stesso lato a del cubo dato, cioè prenderemo 
x* — ay per equazione di questa parabola; c combinandola con 
la x*—2a 3 x, avremo le due parabole: 

(19) x 1 — ay , i/ J — 2 ax; 

costruendo queste due parabole le ascisse de’ punti d’interse- 
zione saranno i valori di x. Ora, come si vede di questo pa- 
rabole, la prima à per asse quello delle y, c per parametro a; 
e la seconda à per asse quello delle x e per parametro 2a, ed 
entrambe anno per vertice l’origine, per modo che s'incon- 
trano in questo punto, e in un altro punto reale. Il primo ò 
da rigettarsi perchè estraneo; l’altro dà la radice reale della 
proposta equazione x* — 2 a 3 , cioè dà il lato del cubo; e le due 
intersezioni immaginarie corrispondono alle altre due radici 
immaginario di detta proposta. 

Però invece di costruire le due parabole, ne costruiremo una 
soltanto, e un cerchio, la cui equazione si à sommando le due 
(19), il che dà: 

x*+y*— 2ax— ay=0; 

d’onde si vede che detto rerehio à per centro il punto (a,{a) 
e passa per l’origine. 


Digitized by Google 



§. 400. COSTRUZIONI GRAFICHE §. 402. 187 

400. Problema. — Trovare due rette medie proporzionali tra 
le due a e b. 

Chiamando x c y le retto cercate, avremo per condizioni del 
problema le due equazioni 

(20) x*-ay, y I —bx, 

e quindi costruiremo una di queste parabole e il cerchio che 
à per equazione la somma delle (20) cioè: 
x* + » i* - - bx — ay — 0. 

Questo cerchio à per centro il punto ,')i,)«',e passa per l’origine. 

Anche qui avremo due intersezioni i min agii) arie, una reale 
M, e un’altra all’origine. Questa perù non è estranea alla que- 
stiono perchè le (20i sono soddisfatto dal sistema x—0, y = 0. 
L’altra intersezione M dà con le coordinate di questo punto 
le due rette cercate x e y. 

401. Problema — Trisegare un angolo dato. 

Sia 3a quest’angolo, ed r il raggio del cerchio in cui si mi- 
sura; avremo per una forinola di Trigonometria: 

cos 3 a — J-r'cosa - {r ! cos3a = 0 , 

si che ponendo cos3x a , cosa=x, l’equazione del problema 
sarà x* — -J r ! x — J r l a =0, che moltiplicata per x diviene: 
x*-fr*x*-ir*ax=0. 

Per costruire quest’equazione porremo: 

;21) x*~ry, c risulterà y'-jry-^ax 0; 

in fine sommando queste due equazioni si à: 

•r* + y t —\ax — \ry —0. 

Pertanto la questione è ridotta a dover costruire questo cer- 
chio e la prima parabola (21). In questo caso avremo quattro 
intersezioni reali , come è facile assicurarsene dalla posizione 
delle due parabole (21). Una di queste intersezioni è l’origine 
ed è estranea; le altro tre sono tre valori che può avere r, e 
che come si sa dalla Trigonometria sono: 

cosa, cos(|irfa), cos(*- + -a). 

402. Questioni per esercizio. 

Teorema 1. — Il luogo de’ punti pei quali condotti le coppie di 
tangente ad una conica, le due tangenti sono ad angolo retto, è un 
cerchio concentrico con la conica. Nella parabola il detto luogo è 
la direttrice. . 
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Teorema II. — 11 rettangolo delle perpendicolari condotte dai fuo- 
chi sopra una qualunque tangente d' una conica è costante. 

Teorema III. — Se ABCD è un quadrilatero iscritto in una conica, 
e due lati adiacenti AB, AD sono fissi, e gli altri due variabili ; se 
inoltre per un dato punto P della conica si conducono due rette 
PT,PR parallele ai lati fissi, esso incontreranno i variabili, prolun- 
gati se occorre, in due punti T, R tali, che la ragione PR:PT è co- 
stante. 

Dedurre da questo teorema la costruzione d'una conica, datine 
cinque punti. 

Teorema IV. — Se in una conica circoscritta a un quadrilatero si 
conducono da un suo qualunque punto le perpendicolari su i quat- 
tro lati ; il rettangolo di quelle menate su due lati opposti è in rap- 
porto costante con quello delle perpendicolari menate sugli altri 
due lati. 

Teorema V. — Se da uno punto qualunque d’ una conica toccata 
da due rette si conducono le perpendicolari su queste tangenti e 
sulla corda de’ contatti ; il rettangolo delle prime due perpendico- 
lari è in rapporto costante col quadrato della terza. 

Teorema VI. — Se da un punto qualunque d’ una conica si con- 
ducono a quattro punti fìssi della stessa, quattro rette , il rapporto 
enarmonico del fascio di queste quattro rette sarà costante. 

Problema 1. — Condurre una tangente comune ad un cerchio e ad 
una conica. 

Problema II. — Condurre la tangente comune a due coniche. 

Problema III. — Dati un angolo ed un punto, menare per questo 
una trasversale in modo che sia data la parto intercetta fra i lati 
dell' angolo. 

Problema IV. — Da un daio punto condurre una segante in una 
conica, in modo che la corda intercetta sia data. 

Problema V. — Da un dato punto condurre la normale ad una 
conica. 

Problema VI. — Descrivere una conica che sia tangente a tre rette 
dato di posizione, e passi per due punti dati. 


FINE DELLA PARTE PRIMA- 
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PARTE SECONDA 


GEOMETRIA HELLO SPAZIO. 


CAPITOLO I. 


Delle proiezioni e delle coordinate. 



1. Proiezioni sopra un piano. — Si chiama proiezione 
d’un punto A sopra un piano XY il punto A', in cui la retta 

A A' condotta parallelamente a una 
retta data ZZ', posta fuori del piano 
XY , incontra questo piano. Il piano 
XY si chiama piano di proiezio- 
ne; la retta AA' retta proiettan- 
te; e la indefinita ZZ' asse diri- 
gente, o semplicemente asse. La 
proiezione è obbliqua, od orto- 
gonale, secondo che l’asse è obbliquo, o perpendicolare al 
piano di proiezione. 

2. Se i diversi punti del semmento rettilineo AB si proiet- 
tano sullo stesso piano di proiezione, il luogo delle proiezioni 
di questi punti è la retta A'B' (E. G. p. 2 a , n.° 35); la quale 
si chiama proiezione del semmento AB sul piano J r .Y, e il 
piano AB', luogo delle rette proiettanti i vari punti del sem- 
mento AB, si chiama piano proiettante di AB. 

3. Se il semmento AB si prolunga indefinitamente, lo stesso 
accade per la sua proiezione A'B'; e se V ò il punto in cui 
queste rette s’incontrano sul piano XY, l’angolo BVB', quando 
la proiezione è ortogonale, è quello, che forma la retta B'V 
col detto piano (E. G. p. 2.* n.° 60). Il punto V in cui la 
retta AB incontra il piano di projezione si chiama traccia 
della retta su quel piano. 
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4. Da queste definizioni risulta quanto segue : 1° la prele- 
zione d’un punto, o d’una retta posti sul piano di prelezione 
è lo stesso punto, o la stessa retta; 2° tutti i punti d’una retta 
parallela all’asse dirigente Anno la stessa prelezione, che è la 
traccia della retta; 3° tutte lo rette indefinite, situate in un 
piano parallelo all’asse dirigente, ànno una stessa prelezione; 
4° tutti i scmmenti compresi fra due rette parallele all’ asse 
dirigente ànno la stessa prelezione, in valore numerico; 5° un 
semmento parallelo al piano di prelezione e la sua projezione 
sono aritmeticamente uguali. 

5. Se diversi punti A ,B , disposti comunque nello spa- 

ziosi precettano sopra uno stesso piano, 
le prelezioni rispettive A',B',C', ...M' si 
potranno considerare cornei vertici d’uu 
polilatero piano, il quale è projezione 
del polilatero ABC ec., che, in gene- 

^ rale, non è tutto in un piano, e per- 
ciò si dice storto. 

Se ABC..M è un poligono, anche la 
Xl gi D sua projezione A'B'C'...M' è un poligo- 

no, e l’area di questo si dice projezione dell’area di quello. 

Giova notare che la projezione dello stesso polilatero AB ec-, 
su due piani paralleli e con lo stesso asse dirigente, sono tra 
loro eguali. 

6. Proiezioni sopra una retta. — Si chiama projezione 
d’un punto A sopra una retta X'X 
(asse di projezione) il punto A', 
in cui il piano P (piano proj ettan- 
tc), condotto per A parallelamente a 




te) incontra l’asse di projezione. La 
projezione è olbliqua , od ortogonale , 
secondo che il piano dirigente è obbliquo, o perpendicolare al- 
l’asse di projezione. 

Similmente se B è un’altro punto e B' la sua projezione, 


A'B' è la projezione di AB. 

7. Da ciò segue : 1° tutti i punti d’ un piano parallelo al di- 
rigente ànno la stessa projezione; 2° la projezione d’un punto, 
o d’una retta, che stanno sull’asse di projeziono è lo stesso 
punto, o la stessa retta; 3° tutti i semmenti compresi fra due 
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piani paralleli al dirigente anno la stessa numerica projezio- 
ne; 4° la projezione d’ un semmento parallelo all’ asse di pro- 
jezione è numericamente uguale al semmento. 

8. L’angolo di due rette che non s’incontrano è quello 
formato da due rette equipollenti alle date, condotte per uno 
stesso punto (E. G. p. 2“ n." 58). Così l’ angolo formato dalla 
retta AB (fig. §. 6) con l’asse indefinito OX è quello formato 
dalla AB con la AQ condotta per A parallelamente ad OX c 
diretta come AB nello stesso senso di OX. 

9. Formole concernenti le projezioni delle rette, o 

DELLE AREE DI POLIGONI. 

Teorema. — La projezione ortogonale d’ un semmento sopra 
un asse è uguale al prodotto algebrico del semmento, moltipli- 
cato pel coseno dell’ angolo formato da quel semmento con l'asse. 

Sia AB (fig. §. 6) il semmento; dal punto A si conduca AQ 
parallela all’asse, c si congiunga BA. Essendo ortogonale la 
projezione, ne segue che il lriangolo AQB 6 rettangolo in Q, 
e quindi AQ^ABcosBAQ. Ora BAQ è l’ angolo che forma AB 
con l’asse di projezione OX, e AQ è uguale alla projezione A'B', 
quindi è vero c. c. b. d. 

Questo teorema si può rappresentare con la seguente formola 

(1) AB X = ABcos(AB,OX) , 

in cui (AB,OX) dinota l’angolo formato dal semmento AB con 
OX, e AB X la projezione di AB sopra OX. 

10. Teorema. — Se un polilatero, piano o storto, ma chiuso, 
si progetta sopra un asse , la somma algebrica delle projezioni 
de’suoi lati é nulla. 

Questo teorema si dimostra come l’analogo del §. 1, p. p. E 
dinotando con s,,s t .... s n i successivi lati del polilatero, e con 
, s ty ... le rispettive projezioni, il teorema enunziato s’e- 
sprime con la seguente formola: 

(2) «.„+#i 1 + -”-+'« 1 =0, 

dalla quale, come ai §§. 32 e 33, p. p. si traggono le altre due: 

(3) s, t =s it +* H + ■•••+*%* ( 4 ) 

essendo s uno de’ lati del polilatero sul quale si projettano i 
rimanenti : la (3) dinota che la projezione algebrica d’un lato 
del polilatero i uguale alla somma algebrica di quelle de’rima- 
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menti lati, intendendo con ciò, che se A,,A 1 ,A,,* • -A n sono 
A Aj i successivi vertici , si à una stessa projezio- 
v ne, sia che si passi direttamente da A, ad A„, 
sia che si vada dal primo al secondo di que- 
sti punti passando successivamente per A,, 
A s> - ■ -A 0 . La seconda formola poi è il teorema 
di Carnot (§. 33, p. p. ) esteso a un polilatero storto. 

11. Giova notare che le formole (3) e (4) non dipendono da 
particolare disposizione di asse di projezione e piano dirigen- 
te; si che, verificate per un certo asse e piano, avran luogo 
benanche per qualunque altro asse e piano. 

12. Teorema. — La projezione ortogonale d’un semmento ret- 
tilineo sopra un piano, è uguale al semmento moltiplicato pel co- 
seno dell’ angolo da esso formato col piano di projezione. 

In fatti sia AB il semmento, e XOY il piano di projezione. 

Conducendo AP,BQ perpendicolari al 
piano XOY sarà PQ la projezione di 
AB; e se per A si conduce nel piano 
AQ la AC parallela a PQ, sarà AC=PQ; 
-^-l’angolo BAC sarà eguale a quello che 
fa AB col piano XOY, e il triangolo 
ABC sarà rettangolo in C, onde avremo 
AC = PQ — ABcosBAC, c. b. d. 

13. Teorema. — L,a projezione ortogonale d’ un tri angolo so- 
pra un piano, è uguale al triangolo moltiplicato pel coseno dell an- 
golo format or dal piano del triangolo col piano di projezione. 

In fatti, qualunque sia la posizione del triangolo, possiamo 
sempre supporre condotto per un suo 
vertice, parallelamente al piano di pro- 
jezionc, un piano; e la projezione su 
questo sarà eguale a quella sul piano 
7-*- dato. Poniamo pertanto che ABC sia il 
triangolo dato , e AB'C la sua proje- 
zione ortogonale sopra un piano con- 
dotto pel vertice C parallelamente al pia- 
no di projezione; sarà AB'C eguale alla 
projezione di ABC sul dato piano di projezione. Posto ciò si 
prolunghi il lato AB sino ad incontrare in D il detto piano 
parallelo, e sarà A'CD projezione di ACD; inoltre si meni per 
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A' la perpendicolare AH su DC, e si eongiunga AE, che ri- 
sulterà perpendicolare a DC. Per un noto teorema abbiamo: 
tri.ACD = { CD X AE , tri.A'CD = {CD x A’E ; 
ma pel teor. prcc. A'E=AEcosAEA', quindi 

tri.A'CD ={ CD x AEcosAEA' = tri.ACDcosAEA'; 
ora l’angolo AEA' è quello formato dal piano del triangolo 
ACD col piano di projezione ;E. G. p. 2.*, n.° 65) dunque dino- 
tando con a quest’angolo avremo projez. ACD=ACDcosa. Si- 
milmente sarà projez. BCD DC Deosa; e sottraendo queste due 
formolo risulta projez. ABC = ABCcosa, c. b. d. 

14. Il teorema dimostrato à luogo per un poligono in ge- 
nerale; imperocché il poligono flato ABCDE (fig.) §. 5) può 
scomporsi in triangoli per mezzodì diagonali condotte da uno 
stesso vertice A, e la projezione A'B'C'D'E' verrà essa pure a 
scomporsi in altrettanti triangoli, ciascuno de’quali sarà pro- 
jezione del corrispondente nel poligono projettivo, c s’avrà: 

tri. A'B'C' — tri. ABCcosa, tri.A'C'l)'=tri.ACDcosa, ec. ; 
sommando tutte queste uguaglianze ne risulta finalmente: 
poi. A'B'C'D'E' = pol.ABCDEcosa. 

15. Coordinate cartesiane. — Per un punto qualunque 0 
si conducano tre piani qualunque, 
che a duo a due si taglino secondo 
le rette XX',YY',ZZ'. Questi piani 
formeranno intorno al punto 0 òtto 
angoli triedri. 

.Sia M un punto qualunque dello 
spazio che cada nell’ angolo triedro 
XOYZ. Si projetti il punto M sul 
piano XY con una retta MQ paral- 
lela a ZZ'; sul piano XZ con una 
retta MK parallela a YY'; e sul pia- 
no YZ con una retta MH parallela a XX'. 

Le tre rette projettanti MH,MK,MQ son date, essendo dato 
il punto M; esse determinano su i tre piani YZ,ZX,XY tre 
punti H,K,Q, projezioni di M su detti piani §. 1); ed ò ma- 
nifesto che i piani KMQ,HMQ,HMK, che passano per dette 
rette, a due a due prese, determinano sulle rette indefinite OX, 
OY,OZ le tre rette OP=NQ=MH, ON PQ-MK, OR=PK^MQ, 
Rubini — Geom. Analitica- 25 
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perché la figura OM è un parallelepipedo , che à per spigoli 
adiacenti le rette MII,MK,MQ. 

Reciprocamente, date le tre rette MH ,MK ,MQ , , è dato il 
punto M; imperocché tagliando OP-MH, OX MK, OR=MQ, 
c costruendo su queste retto, come spigoli adiacenti, il paral- 
lelepipedo OM, il vertice M, opposto ad 0, sarà il punto M. 

16. Posto ciò, le tre rette MH,MK,MQ, o le tre OP,ON,OR, 
o finalmente le tre OP,PQ,QM sono le coordinate carte- 
siane, o di projozionc del punto M nello spazio; le tre 
retto indefinite XX', YY',ZZ' si chiamano assi dolle coor 
dinatc, o assi coordinati, o soltanto ass i; o il punto 0, 
intersezione di questi tre assi, si chiama origine delle coor 
dinate, o soltanto origine; e finalmente i piani XY,YZ,ZX 
si dicono piani coordinati. Gli assi sono ortogonali, se cia- 
scuno ò perpendicolare al piano degli altri due. 

Ciascun asse, a partire dall’origine si divide in due porzioni 
indefinite, una positiva, l’altra negativa: cosi se OX,OY,OZ 
sono le tre porzioni positive, o assi positivi', OX', OY',OZ' sa- 
ranno gli assi negativi. 

17. Per determinare completamente la posizione d’un punto 
nello spazio, bisogna darne le coordinate in valore assoluto., 
e col segno corrispondente. Cosi, se a, b, c sono i valori nu- 
merici delle coordinate parallele rispettivamente ag-li assi XX', 
Y’Y'.ZZ', avremo individualmente: 

il punto M per + a, -f b, + c, il punto S per — a, +b, + c, 

» » M' » +o, + i, — c, » » S' » — a, +6, — c, 

» » M" » +«, — 6,— e, » » S" » — a,—b,—c , 

» » M'" » + a, —b, + c, » » S'" » — a, — b, +c. 

CAPITOLO II. 

Equazioni particolari d’un punto (runa rolla e d' un piano. — 
Trasformazione delle coordinale. 

18. Equazioni d’un punto. — Dal precedente segue che rap- 
presentando x, y, s le coordinato di projezione d’un punto 
qualunque dello spazio, e a, b, c le coordinate algebriche d’un 
individuato punto, questo è rappresentalo dal complesso delle 
tre equazioni: 

(1) r-a, y=b, z=c. 
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Le coordinate a, b, c, non solo possono esser positive o ne- 
gative, ma ancho nulle: in fatti, so il punto sta sopra uno 
de’ piani coordinati, la sua coordinata rispetto a questo piano 
é nulla; so trovasi sopra uno degli assi, non avrà chela sola 
coordinata rispetto a quest’asse, e le altro due saranno nulle; 
e finalmente se il punto c la stessa origine non à nessuna coor- 
dinata: cosi de’ seguenti gruppi di equazioni : 

x — a, y — b, 5 = 0; x = a, i/=0, z=c; ,t — 0, y — b, z =c, 
il primo rappresenta un punto del piano XY, il secondo rap 
presenta un punto del piano XZ, o il terzo un punto del piano YZ. 

Similmente dei tre gruppi: 

x — a, y — 0, s = 0; a - = 0, y — b, z — 0; x— 0, y—0, z — C, 

il primo rappresenta un punto dell’asse OX, il secondo rappre- 
senta un punto dell’ asso OY, e il terzo un punto dell’asso OZ. 

Finalmente le tre equazioni simultanee .r— 0, y — 0, z — 0 
rappresentano l’origine. 

19. Giova notare come delle tre coordinale x, y, z d’ un 
punto M ;fig. §. 15), due qualunque sono le coordinate della 
proiezione di quel punto sul piano di queste due coordinate: 
cosi ,r ,y sono le coordinate della projezionc sul piano XY" ; si- 
milmente i punti (xz), (ijz) sono rispettivamente le projezioni 
del punto M su i piani XZ, Y’Z. 

20. Equazioni d’una retta parallela a uno degli assi. — 
Se dello tre equazioni (1) se ne considerano simultaneamente 
sole due, poniamo le x — a, y — b, lasciando indeterminata la 
terza coordinata z , veniamo a considerare geometricamente 
tutti i punti posti sulla retta MM' parallela all’asse OZ , in- 
definitamente prolungata dall’ una parte e dall’altra del piano 
XY ; perocché ogni punto di questa retta à le stesse due coor- 
dinate OP — a, P Q—b, e la terza coordinata cambia da un 
punto all’altro. Pertanto, ragionando egualmente per due altre 
delle tre equazioni (1), si conchiude che delle tre coppie: 

x=a, y-b ; x = a, z = c; y-b, z-c, 
la prima rappresenta una parallela all’asse delle 5, la seconda una 
parallela all’asse delle y, c la terza una parallela all’asso delle .r. 

Da ciò segue che i/ = 0, z — 0 rappresentano l’asse OX; ,r = 0, 
5=0 l’asso OY ; e x—0, y = 0 l’asse OZ. 

21. Equazione d’un riANo parallelo a uno dk’piani coor- 


Digitized by Google 



196 §. 22. PAItTE SECONDA - GEOMETRIA NELLO SPAZIO §. 24. 

binati. — Ritenendo solo una delle equazioni (1), poniamo la 
x—a, veniamo a considerare il luogo di quei punti, che anno 
per ascissa comune a , e che, com’è chiaro, son quelli del piano 
indefinito MM" condotto parallelamente al piano YZ , suppo- 
sto che sia OP~a. Ragionando analogamente per ciascuna delle 
altre due equazioni (1), si conchiude che dello tre equazioni 
x=«, y—b, s=c, la prima rappresenta un piano parallelo al 
coordinato YZ, la seconda un piano parallelo al coordinato XZ, 
e in fine la terza un piano parallelo al coordinato XY. 

Da ciò segue che delle tre equazioni x=0, y = 0, z = 0, la 
prima rappresenta il piano YZ, la seconda il piano XZ, eia 
terza il piano XY. 

22. Abbenchè le equazioni fin qui trattate non sien gene- 
rali fra le tre variabili x , y, z, perchè ciascuna non ne con- 
tiene che una sola, pure giova notare che trattandosi di coor- 
dinate nello spazio, il piano à una equazione, la retta ne à 
due . e il punto ne à tre. 

23. In generale, per ciò che concerne piani paralleli ai piani 
coordinati , un’equazione intera e razionale a una sola varia- 
bile, rappresenta un sistema di piani paralleli al coordinato 
delle altre due variabili: così l’equazione f(x) = 0 di grado n mo 
rappresenta un sistema di n piani (reali o immaginarli) pa- 
ralleli al coordinato YZ; imperocché, se x', x", ec. sono le ra- 
dici di quell’equazione, essa ò il complesso delle n equazioni 
x—x', x— x", ec., ciascuna delle quali rappresenta un piano 
parallelo al coordinato YZ (§. 21). 

24. Trasformazione delle coordinate. — Come nel piano, 
così nello spazio la trasformazione delle coordinate à 
per oggetto: date le coordinale x, y, z d’ un punto rispetto a 
un sistema di coordinate, trovare le coordinate x', y', z' dello 
stesso punto rispetto a un nuovo sistema, dato di posizione ri- 
spetto al primo. 

l.° — Il caso più semplice è quello in cui le coordinate x, y, z 
rispetto agli assi OX, OY, OZ si vogliono trasformare in tre 
altre x', y' , z' rispetto a tre nuovi assi O'X', 0 y.' , O'Z' ri- 
spettivamente paralleli ai primi OX, OY, OZ; in tal caso, 
chiamando x 0 , y 0 , z 0 le coordinate della nuova origine 0' ri- 
spetto ai primitivi assi, si à: 

Ij x-x’ + x 0 , y = y'-\ -ij 0 , z=a'+5 # . 
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2.“ — Abbiano i nuovi assi la stessa origine de’ primitivi, 
ed entrambi i sistemi sieno ortogo- 
nali; sia 01* =;r, PQ=y, MQ = s, 
OP' = i\ P'Q' = i/', MQ' = z'. Si pro- 
jetti, il polilatero POP'Q'.MP sul- 
l’asse OX, e col piano dirigente 
YOZ; avremo (6,12} la projezione 
(a] OP^-r^OP;- PQ' I -fMQ' ]( +MP i , 
in cui OP' , PQ^ ec. rappresentano 
le rispettive projezioni di OP', PQ', ec. sull’asso delle x, e perciò 
OP' i =x' C os(X',X), OQ'^j/'cosfX'.Y), MQ' '=z'cos(Z',X) , MP=0; 
onde sostituendo nella (a), e projettando analogamente sull’asse 
OY e sull’asse OZ, si anno le forinole seguenti per passare da 
assi rettangolari ad assi rettangolari e della stessa origine : 
x—x'cosX',X) + !/'cos Y',X) +x'cos(Z',X) , 

(2) - y =x'cos(X',Y) + !/'cos(Y',Y) + s'cos(Z',Y), 

z — x'cos X',Z ) -l- j/'cos( Y',Z ) t- s'cosiZ’,Z ) , 
le quali ponendo: 

cos(X',X)— 7, , cos (X',Y)=»», , cos(X',Z)=»„ 
cos (Y',X)—l t , cos(Y',Y)=»« t , cos(Y'',Z)-«, , 
cos(Z',X)=fj, cos - (Z’,Y)— m t , cos (Z',Z)=# 3 , 
si possono scrivere cosi : 

(3) x—lfX 1 +lpj'+l ì z' , y=m t x’ f»» 1 y'+w 3 s', z-n t x'+* x y' -n x z'. 

25. Siccome la distanza OM è sempre la diagonale del pa- 
rallelepipedo che à per lati adiacenti le coordinate di M , qua- 
lunque sia la direzione degli assi, cosi avremo: 

(4) x* + j /*+z , = x'* + ! /'« + 3 '*; 

ponendo in questa equazione identica i precedenti valori di 
x, y, z, ne risultano le seguenti relazioni: 

(5) /j*-r IMj 1 r»,*=l , J 

(6) 7 1 7 J -fm,m 3 +»,» 3 =0, f x f 3 +m x m 3 +n x n 3 -0; 

si che fra le nove costanti ec. essendovi queste sei 

equazioni, tre di esse possono esser prese ad arbitrio. 

Inoltre osserviamo che 7 S sono i coseni degli angoli che 
fa l’asse OX con gli assi OX',OY',OY'; m l ,m x ,m s sono le 
quantità analoghe rispetto all’asse OY, ed n t ,n x ,n 3 quelle ri- 
spetto a OZ; si che se supponiamo OX',OY',OZ' gli assi or- 
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togonali primitivi, e OX,OY ,OY i nuovi, avremo altre sei equa- 
zioni analoghe alle (5J c (6), cioè: 

(7) /,*+/,*+/,*-! , »»,*-! m t * t->«j*-l, n'- »,*-l , 

(8) 0, /, w , f /jiij t t-»i 3 »j-0. 

che contengono pure le seguenti (C. A. n.° 421) : 
S±/ 1 »i 1 #,=±l ; 

(/,»»,— ; ec. 

26. Tkasfobmazio.ne di coordinate uettilinee in coor- 
dinate polari. — La posizione d’ un punto M dello spazio può 
benanche essere assegnata dando di grandezza e posizione la 
distanza MO (raggio vettore) di quel punto da un punto 
fisso O (polo). La posizione del raggio vettore OM p è data per 
mezzo degli angoli a, S, y che forma con tre assi OX, OY, OZ, 
che supporremo ortogonali; in questo caso è agevole verificare 
che lo coordinate rettilinee x, y, s di M sono le projezioni di p 
su i tre assi OX, OY, OZ; onde posto /—cosa, m cos^, »— cosy, 
avremo pel teorema del §. 9 le seguenti relazioni : 

(12) x-lp, y-mp, z = np ; 

notando di più che fra i coseni /, m, n vi à le relazione: 

(13) /* + »»* + **=l, 

che risulta quadrando le (12) indi sommandole, o osservando 
clic p*=x* -fi/* ri* (§. 25). Onde gli angoli a , jì, y non sono 
tra loro indipendenti. 

27. Le coordinate /, ni, n, p son dette polari, osi posson 
rimpiazzare con tre altre coordinate 5, y, p, 
tra loro indipendenti, essendo ò l’angolo QOX, 
che, nel caso degli assi ortogonali , è quello 
formato dal piano MOQ con l’asse OX, ef 
l’angolo MOZ che il raggio vettore OM — p 
fa con l’asse OZ. Cosi avremo in primo luo- 
go OQ — OMcosQOM=OMscnMOZ=p8enT', o 

quindi OP=^OQcosQOX=pscnycos3, PQ— OQscnQPX=psenfsen5, 
c perù s’avrà in ultim’ analisi; 

(14) x — pscnycosò , j/ = psenysen8, s:=pcosy. 

Con queste formole le coordinate cartesiane ,r, y, s vengono 
rimpiazzate dalle coordinate polari p, y, e 5, che sono il rag- 
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gio vettore p, l’angolo 9(J°-y, clic questo fa con la sua proje- 
aionc ortogonale sopra un piano fisso XOY, e l’angolo d, che 
il piano projettantc il raggio vettore fa con una retta fissa OX 
presa nel piano XOY. 

28. Dalle forinole (14) si trae agevolmente: 

(15) tan5 = -^, tanv^ — — -- , p=\/x 1 ~p*+z 1 , 

e inercò queste formolo ti passa reciprocamente dai! e coordi 
naie polari p, y, 5 alle cartesiane ortogonali x, y, z, la cui 
origine è il polo. ' 

29. Le forinole di trasformazione per le coordinate di proie- 
zione, sono in generalo della forma: 

x=ax'+bi/-rcz'+d, y—a'x!+b’y'-\-e'z'+d', z-a".c'+b"y' ìc"z'+(f , 

e perù se in un’equazione algebrica F (x, y, s)~0 del grado 
n mo si pongano in luogo di x, y, z le precedenti espressioni, 
la trasformata F(.r', y’ , z')=:0 sarà tuttavia del grado « roo come 
la proposta. 


CAPITOLO III. 

Equazioni generali del piano , della reità , del pillilo. — For- 
inole varie rispello alla reità , al piano , e alla combina- 
zione di rellc e piani. 

30. Equazione generale bel piano. — Se (P) è un piano 
e si prende pel piano XY, la sua equazione è z=0 (§. 21). Se 
ora dall’attuale sistema di assi passiamo a un nuovo e qua- 
lunque sistema, z diviene Ax + Bij + Cz + D (§. 29), avendo 
ommessi gli apici come inutili; e però l’equazione generalo 
del piano è : 

(P) Ax+lìg + Cz + B^O, 

in cui le costanti A, B, C, I) dipendono dalla posizione del 
piano rispetto agli assi. 

31. Se il piano è parallelo a uno degli assi, poniamo al- 
l’asse OZ, deve incontrare questa retta a distanza infinita; 
ora le equazioni di OZ sono .r^O, g — 0 (§. 20), le quali com- 
binate con la (Pi per avere il punto d’intersezione del piano (P) 


Digitized by Google 



200 §. 32. PARTE SECONDA -GEOMETRIA NELLO SPAZIO §. 36. 

con OZ, dùnno Cs-f />={), e perchè z risulti infinito, dev’es- 
sere C— 0; laonde 

Ax-\-By + D — 0 

è l’equazione d’un piano parallelo all’asse OZ. Similmente 
Ax + Cz + B-.-O, By+ Cz + D=0 sono rispettivamente le equa- 
zioni del piano parallelo all’asse OY, c all’asso OX. 

32. Equazioni generali della retta. — La retta essendo 
l’ intersezione di due piani, le sue equazioni generali saranno 
quello di due piani della forma (P) , cioè : 

(1) Ax+By+Cz + 1)=0, A'x+ B'y+ Cz+ D' — 0. 

Però non solo questi due piani passano per la stessa retta; 
ma ve ne à un’infinità di altri ; e tra questi i tre piani pro- 
jettanti la retta su i tre piani coordinati XY, XZ, YZ; i quali 
essendo paralleli agli assi OZ, OY, OX, anno per rispettivo 
equazioni (§. prec.': 

(a) d'xrU'y-c"- 0, a'y+b'z-\ c'—O , ax i bz+c—0. 

Il complesso di due qualunque di quest’equazione rappre- 
senta la retta; bastando, com’ò chiaro, due soli piani projet- 
tanti ]>er determinare la posizione della retta; e perciò una di 
esso dev’ esser conseguenza delle altre due; cosi la terza p. e. 
non può essere che l’eliminata di y fra le due (a); imperocché 
con quest’eliminazione vengonsi a considerare tutti i punti co- 
muni ai due primi piani (a), cioè la retta (r) che è loro inter- 
sezione e per la quale passa il piano della terza (a). 

33. Ciascuna delle tre precedenti equazioni, considerata ri- 
spetto al piano di cui contiene le coordinate , rappresenta una 
retta su quel piano coordinato, e propriamente la projezione 
della retta su detto piano', perchè quella retta è l’ intersezione 
del piano projettante con quello di projezione. 

34. Quando l’ equazione della retta è data dalle due equa- 
zioni generali (1), le sue projezioui si Anno eliminando succes- 
sivamente x, y, z da quelle equazioni. 

35. Equazioni generali d’ un punto. — Un punto essendo 
l’intersezione di tre piani, la sua più generale rappresentazione 
è il complesso di tre equazioni simultanee della forma (P). 

36. In conclusione una sola equazione a tre variabili rap- 
presenta un piano; due equazioni simultanee rappresentano una 
retta; e tre di tali equazioni rappresentano un punto. 
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37. Date ìe coordinate di due punti , trovare la costoro di- 
stanza. 

Sieno M (xyz), M' (x'y'z r ) i due punti dati, essendo OP=.r, I J Q -y, 
MQ =s, OV—x', P'Q'=j/', M’Q'-z. È chiaro 
clic la distanza MM' è la diagonale del 
parallelepipedo, che à per lati MA.=PP'— 
x'-i, MB=QE=y'-y, MC^s'-s. Quindi 
ponendo MM' = p, e supponendo gli assi 
ortogonali, avremo la seguente formola 
richiesta cioè : 

(2) p*— (JP— x'j *+(y-y’)*+(x-z')*. 

Se M è l’origine, x=y=s-0, e si à, sopprimendo gli apici, 



(3) p*=-r*+y*+z*, 

38. Essendo x-x' , y-y', z-z' le projezioni di p sui tre assi 

OX, OY, OZ, se dinotiamo con l, m, ni coseni degli angoli 
che la direzione positiva di p forma coi tre assi positivi OX, 

OY, OZ, e supponiamo questi assi ortogonali, avremo: 

(4) x-x'-lp, y-y'-mp , z-z'-ny, 

e se il punto [x'y'z') è origine 0, si à più semplicemente: 

(5) x-h, y-tnp, z-np. 

Le formolo (3) e (5) erano state già trovate al §. 2G. 

39. I coseni l, m, n son connessi tra loro mercè una rela- 
zione, che s’ottiene osservando, che le formole (4) devono sod- 
disfare la (2), come le (5) la (3) (§. cit.) si che dev’essere: 

(6) J*+m* + **=1. 

40. Dati due punti M (x'y'z'), M' (x"y"z"), trovare le coor- 
dinate di quel punto, che divide la loro distanza nella ragio- 
ne ja. : v. 

Dinotando con N [xyz) il punto cercato, dovrà essere MN:NM'= 
p:v; ma, secondo le formole (4), 

MN = (x -x’) : /=(y -!/') : in — (z — z') : n , 

N M' p (x"-x ):l= [y"-y ) : m = (z"-z ):n, 

quindi, sostituendo nella proporzione precedente, risulta: 


x-x' _ y-y' z-z' _ jt 
x"-x ~ y"-y z"-z v 
Rubini — Geoin. Analitica. 
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d’onde si traggono le coordinate richieste, cioù: 


(?) 


jix"+vx' jAi/'+vy' -vi' 

■ « W — _ » 2 — • 

{X i V ^ {X V Jt+V 


4L Nel trovare questo punto si è supposto cadore nell’ in- 
tervallo MN ; se cade fuori basterà cambiare il segno di ja, o 
quello di v. 

Inoltre giova notare che le forinole (7) non determinano che 
un sol punto, finche la ragione g:v è data; ma se questa ri- 
mane indeterminata, dette formole rappresentano le coordinate 
d’un punto qualunque della retta, che passa pe’due punti (x'y'z '} , 
(*"!/"*"). 

42. Formole relative alla retta. — Abbinai già veduto 
(§. 32) che una rotta nello spazio è , in generale , rappresen- 
tata da due equazioni simultanee della forma : 

(r) x = as-f^, y-bz + q, 

che rappresentano i piani projettanti la retta su i coordinati XZ, 
YZ; ed eliminando tra esso la z si à l’equazione: 

( 8 ) «(«/-?) = 

del piano projettante la stessa retta sul coordinato XY. 

43. Volendo le equazioni delle proiezioni su i detti piani , 
converrà considerare simultaneamente una dello (r) , o la (8i 
insieme con quella del corrispondente piano coordinato che fa 
da piano di projezione: cosi le tre coppie di equazioni: 


V- 0, x-az+p; x— 0, y=bz-rq-, z- 0, a[y-q:-b{x-p), 

rappresentano lo projezioni della retta (r rispettivamente su i 
tre piani XZ, YZ, XY. 

44. Vediamo che, in generale, le equazioni d’una retta nello 
spazio contengono insieme quattro costanti arbitrarie a , 6, p, q; 
ma non per ciò si richiedono più di due punti per determi- 
nare completamente la posizione d’una retta; la ragione è che 
per esprimere che un punto (. l'y'z ') sta sopra una retta (r), o 
sia che la retta passa per questo punto, le coordinate x', y', z' 
detono soddisfare a un tempo le due equazioni (r), e però se la 
retta deve passare per due punti s’ànno a un tempo quattro 
eguaglianze , che servono a determinare le quattro costanti 
a , b, p, q. E vedremo in appresso ohe ogni condizione dipen- 
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dente dalla posizione d’ una retta nello spazio è sempre espressa 
analiticamente mercè due eguaglianze simultanee. 

45. Volendo aver lo tracoe della retta (r) (§. 31, bisognerà 
combinare quelle equazioni con quelle di ciascuno de’ piani 
coordinati z = 0, y — 0, x—0 e così si à rispettivamente: 

. bp-aq q 

x~p, y-q, z-0; x= — , y-d, z 


x - 0, y 


aq-bp 
' ~ » 
a 



la prima di queste terne rappresenta la traccia sul piano XY, 
la seconda sul piano XZ, e la terza sul piano YZ. 

46. La prima terna mostra che la traccia sul- piano XY , 
quando le equazioni della retta sono le (r), à per coordinate i 
termini noti. 

Inoltre giova notare che le costanti a, b sono i coefficienti 
angolari delle due projezioui; i quali, se gli assi sono ortogo- 
nali, come sempre supporremo, rappresentano le tangenti tri- 
gonometriche degli angoli, che le rispettive projezioni fanno 
con l’asse delle z. 

47. Problema. — Trovare le equazioni d’una retta che passa 
per un punto (x' y' z'). 

Poiché le projezioni della retta passano per le projezioni del 
punto, cosi le equazioni cercate saranno: 

(91 x-x';-a[z-z'), y—y'=i (*—«'); o pure 


( 10 ) 


x-p^y-q^ z 
x‘~p tj'~g z'' 


48. Problema. — Trovare le equazioni della retta che passa 
per due punti M (x' y' z'i , M' (x" y" z”). 

Le projezioni della retta dovendo passare per quelle de’punti 
dati , le equazioni cercato saranno : 


( 11 ) 


x —x’ y -y' z —z' 
x ’ y ~ 7^z' r 


Poiché gli assi sono rettangolari così, chiamando p la distan- 
za tra i punti dati, ed l, m, n i coseni degli angoli cho essa 
facon gli assi, si à x'-xf'-lp, y'-y"=»ip, z'—z"—np (§. 38), onde 
le equazioni (11) divengono : 


( 12 ) 


x-x' _ y-y' _ z-z' 
l m ~~ n 
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cq* | jf yfl 

49. Essendo -j, — a — b (§. 104 p. p.) l’espressione 

2,37) può premiere uua qualunqué delle tre forme seguenti: 

( 13 ) {>*=(='-*")*( 1 +«*+**) - (»/-?/')* ■ 


50. Problema. — Calcolare gli angoli che fa coi tre assi la 
retta 

(r) x-az+p, y^bz+q. 

Siene [x'y'z'j, (j. J 'tj"z' r ) due punti qualunque di questa retta; f 
la loro distanza, ed (/»i«) la direzione della retta avremo: 

tf-x") *=l*p*, (!/'-y")*=M‘p‘, (z'-z")^ny. (§. 38); 
combinando queste formolo con lo (13), si ànno lo richieste: 

(14) l- ■ a ■ -, m~— ■====., >i= • 

v'1+aHi* vl+^+i 1 VI +«*+** ’ 


dalle quali si deduce all’opposto 

(15) a — l:n, b = m:n, 

51. Le (14) rappresentano nel tempo stesso i seni degli angoli, 
che la retta (r) fa rispettivamente coi piani YZ, ZX, XY. 

Inoltre è da osservare, che nelle formole medesime avrebbesi 
dovuto premettere il doppio segno innanzi al radicale; ma ba- 
sta ritenere, come si è fatto, il solo segno +; imperocché il 
doppio segno deriva dai duo angoli supplementari , che una 
retta fa con un’altra da una stessa parte, c che ànno perciò 
coseni eguali e di segni opposti; quindi basta conoscerne uno 
di essi, cioè basta ritenere un solo segno innanzi al radicale. 
Ora, ritenendo il solo segno ne risulta che n è sempre po- 
sitivo, e però l’angolo che fa la retta con l’ asse positivo dello 
z è sempre acuto; e quest’angolo è quello che fa col detto asse 
la retta condotta per l’origine parallelamente alla (r), e pro- 
lungata solo al di sopra del piano XY. Gli angoli poi clic que- 
sta retta, o la parallela fa con gli altri due assi, anche posi- 


(I) Indicheremo brevemente con (Ima) la retta che fa con gli assi 
OX, OY, OZ angoli, i cui rispettivi coseni sono 1, m, n. Talvolta use- 
remo la parola direzione (finn), e con ciò intenderemo la dire- 
zione della retta (Imn). In fino una retta, le cui equazioni sono 
j—az 'p, y—bslq, la dinoteremo semplicemente con (ab). 
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tici OY, OX, saranno acuti od ottusi, secondo il segno posi- 
tivo o negativo di b c di a. 

52. Problema. — Calcolare V angolo di due rette: 

fri x-az+p, y-bz +q, (r') x-a'z + p', x=b'z+q'. 

Si conducano per l’origine 0, c al di sopra del piano XY 
due rette OA,OB parallele rispettiva- 
mente ad (r) e (r'J; sieno l, m, n i co- 
seni degli angoli che la (r) e quindi 
OA fa coi tre assi OX, OY, OZ; ed 
V, m',n' le analoghe quantità perla 
retta (r') e quindi per la OB. Pren- 
dasi sulla OA , a partire da 0 , un 
semmento qualunque OR' = »''; sieno 
x’ , y' , s' le coordinate di R\ e avremo 
x'—lr', y'=nir' , s'—nr' ; inoltre proget- 
tando il fascio r' , z',y',x' ortogonalmente sulla OB , e dino- 
tando con 0 l’angolo AOB, o sia l’angolo delle rette date, ab- 
biamo per questa projezione (§. 10). 



(a' OR~r'cos;r, r')=Vx'+m'y'+n'z'; 

e sostituendo per .r', y', z’ i loro precedenti valori, avremo: 


(16) cosO — ir + mm'+ mi'. 

Ora ponendo in questa formola in luogo di l, m , n i lore valori 
(14), e invece di tu', n' i loro analoghi, avremo ancora: 


(17) 


cosO — ■ 


l+aa'+bb' 


v'(l^ *) 

53. Se le rette (r), (r') sono parallele , cosO = l, e la (16) dà: 
(18) IV \mm' \ nv! —\ ; 

la (17) poi nella stessa ipotesi, fatti sparire i radicali, diviene 
(a-a')*+(4-i') , +(ad'-àa') 1 -0 , 


nè può esser verificata se non quando a — a', b — b', onde due 
rette parallele anno le loro projezioni omo nome parallele. 

La (18), che indica pure la condizione del parallelismo delle due 
rette (lmn), (l'm'n'J, va congiunta con le altre due /*+ >»*+»*- 1, 
l" 1 ri»'* 1- 

54. Se le rette (r), (r'J sono perpendicolari cosO — 0; quindi la 
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condizione perchè due rette Jmn), (i Vm'n ') sieuo perpendicolari è : 

(19) ir+mm'-rnn'— 0; 

e perchè sieno perpendicolari le rette («4), ( a'b ') dev’essere: 

(20) l+aa'+bb'^0. 

55. Giova notare che la formola (a) non cambia ponendovi 
ap'— a?", y'—y", z'—z" in luogo di x', y' , s'; perchè ciò equivale a 
passare da assi ad assi paralleli; e le projezioni x', y', z' di OR' 
sui nuovi assi, e quella di OR' su OR non cambian valore. 

56. Problema. — Date due rette 

(r) x-azfp, y-bzfq, (r') x--az'+p’, y^b'z+q', 

trovare le coordinate del loro punto d’ intersezione. 

Questo punto dovendo esser comune alle due rette, le (r), (r’J 
devono esser verificate dalle coordinate x, y, z di detto punto: 
quindi si tratterà di risolvere contemporaneamente dette equa- 
zioni, il che necessariamente conduce a un’equazione di con- 
dizione, essendo tre le ignote e quattro le equazioni. Pertanto, 
sottraendo le prime (r , (r'), e lo stesso facendo per le seconde, 
si trae: 


( 21 ) 


P'-P ~9 
a - a' b — b 1 ' 


e però 1’ equazione di condizione è la seguente : 
(22) p p:\b-b': -- q q) a a' , 


verificata la quale, le rette s’ incontreranno , e perciò staranno 
in uno stesso piano ; allora la (21 darà il valore di z, e quindi 
le (r), o le (r') daran quelli di x e y. 

57. Problema. — Trovare la distanza 5 d’un punto M(x' y'z') 
da una retta PQ (x-az rp, y=bz+q). 

Sia Q la traccia della retta sul piano XY; sia MP la per- 



pendicolare condotta dal punto M 
sulla retta data, e si congiunga MQ: 
avremo così il triangolo MPQ ret- 
tangolo in P, c però 

b) ò 2 -MP*— MQ* -PQ’; 

Ma, essendo p e q le coordinate di 
Q , si à secondo la (2), 

MQ* = (*'-/'* j (y* 
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e se (Imn) indica la direzione della retta, si à per la (a) (§. 55.) 

PQ = l [x'-p) — m '</- q) 1- nz ' , 
quindi, sostituendo nella (V, ne risulta 


(23) 8= x /(*'-j>) 1 +(y'-f)*+s'* L /(j ' £)+»»(>/-?)+**']*. 

In questa forinola si posson quindi , se è richiesto , porre 
per l, m, n le loro espressioni (14 , e si à cosi la distanza 5 
in funziono delle coordinate x', y', z', e de’ coefficienti a, b,p, q 
della retta. 

58. Foumoi.e relative al piano. — L'equazione generale 
d’ un piano è 

(P) Ax + By + Cz + D = 0 (§. 30): 

questo piano incontra i piani coordinati XY, XZ, YZ ciascuno 
secondo una retta, che si chiama traccia del piano (P) in 
quel coordinato. Le equazioni delle tre tracce sono: 

(1) 5-0, Ax-rBtj+D-0, sul piano XY, 

(2) y-0, Ax+Cz+D- 0, sul piano XZ, 

(3) x— 0, By-\ Cz+D^0, sul piano YZ. 

Le (1) e (2) s’incontrano sull’asse OX nel punto x— ~D:A; 
le (1) e (3) s’incontrano sull'asse OY nel punto y— -D:B; e lo 
(2) e (3) s’incontrano sull’asse OZ nel punto z=- D:C. Per- 
tanto, ponendo: 

(4) — D.A-a, — D-.B-b, - D:C^c, 

saranno a, b, c * tre semmenli che , a partire dall'origine , ta- 
glia il piano (P) su i tre assi OX, OY, OZ. Nel tempo stes- 
so, ricavandosi dalle (4) i valori di A, B, C e sostituendoli 
nella (Pi quell’equazione prende la forma omogenea: 


(P.) 


-J-+ : - 1. 

b c 


Quindi se in un tetraedro si prendono tre spigoli adiacenti 
per assi coordinati, e le loro lunghezze si dinotano con a, b, c, 
V equazione (P { ) sarà quella della faccia su citi terminano i 
detti spigoli. 

Inoltre, secondo lo espressioni (4) è agevole scorgere che il 
piano (Pj taglierà uno degli otto angoli triedri formati dai 
piani coordinati, o il suo opposto al vertice, secondo che il 
termine noto D à un segno, o l’opposto. 
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59. Dinotando con (Xja.v) la direzione della perpendicolare p 
condotta dall’origine sul piano (P) avremo evidentemente p= 
a\-by.-cn, e però eliminando per mezzo di queste eguaglianze 
le a, b, c dalla (P,) quell’equazione prende la forma normale : 

(P*) Xx-Hiy+vs-p-O; 

e giova notare che gli angoli, che àn por coseni X, g, v son 
pure quelli che il piano forma coi tre coordinati YZ, XZ, XY, 
e clic appresso andremo a corcare. 

60. Come si vede dalle precedenti equazioni , l’equazione 
d’un piano contiene (re costanti arbitrarie; imperocché la (P), 
senza perder nulla della sua generalità, può sempre esser di- 
visa per una qualunque delle quattro costanti che contiene; 
e nel caso della (P,), fra le costanti X, g, v vi ò la relazione 
X*+Ì**-H*=l , sì che di queste costanti due soltanto sono arbi- 
trarie, e perciò la (P,) non ne contiene effettivamente che tre. 

61. Se Db una costante data, l 'equazione D = 0 è quella d’un 
piano all’infinito; e l’altra D = x> è quella d’un piano qualun- 
que, che passa per l’origine: ciò si dimostra in modo analogo 
all’esposto al §. 88, p. p. 

62. Problema. — Trovare l’equazione d’ un piano, che passa 
per un punto (x,y,z,). 

L’equazione del piano essendo (P) At -llij+Cz \ D~ 0, se esso 
deve passare pel punto (#,»/,«,) dev’essere: 

(5) At^-pSìj^z- C zy\-D- 0 ; 

con questa condizione si può eliminare dalla (P) una delle co- 
stanti , la D p. e., il che s’ottiene sottraendo dalla (P) la (5), 
e si à per l’equazione richiesta: 

(6) Afi-x^+Biy -y,)+Ci5-=,)-0, 

che contiene realmente due sole costanti arbitrarie, cioè i rap- 
porti di due qualunque delle tre quantità A, lì, C alla terza. 

63. Coordinate del piano. — La (5) è la condizione perchè 
un piano qualunque passi pel punto (x,;/^,): conosciuto uno 
di questi piani, si anno i valori de’ rapporti di tre delle quat- 
tro costanti alla quarta. Posto A:D=t, lì:D = u, C’.D — v, 
essendo t,u,v quantità variabili, l’equazione tx t +uij t +vz t +l-0 
rappresenterà tutti i piani che passano pel punto (r t y,z t ) , e 
ogni particolare sistema di valori tur, che verifica quest’equa- 
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zionc assegna uno particolare di questi piani ; ond’ ò che lo 
t,u,v son dette coordinate del piano, lo quali sono gl’in- 
versi de’ tre semmenti , presi col segno contrario, che, a par- 
tire dall’origine, il piano taglia sugli assi. Quindi l’equazione 

(9) oj+iy+es-f 1 =0 , 

dove a,b,c son quantità date, rappresenta un piano, se x, y, z 
sono coordinate d’ un punto, e rappresenta un punto , so x, y, z 
sono coordinate d’ un piano. 

64. Problema. — Trovare l’equazione del piano che passa per 
due punti (x,y,z,), (XjYjZ.i. 

L’equazione del piano che passa pel punto (jr,j/,s t ) è la (6); 
quindi perchè esso passi anche pel punto (x t y t z t ) dev’essere: 

(10) 

sì che, con questa condizione potremo eliminare una seconda 
costante, la C p. e., dalla (6), o avremo: 

ni) " ; i A ( x ~ J ! )+% -V t ) 

che è l’equazione cercata, o che non contiene se non una sola 
costante arbitraria, potendosi sempre porre l’altra=l. 

65. Problema. — Trovare V equazione del piano che passa 
pc’ tre punti (x,y,z l ), (x t y,z s ), (XjVjZj). 

La (11) è l’equazione del piano che passa pc’due primi punti; 
e passerà puro pel terzo se si à: 

z s~ z \ _ 4r,-x, )+%.,-'!/,) . 

z t -z, A(x t -x,)+D(y t -y t ) ’ 

quindi eliminando il rapporto A : B tra quest’equazione e la (11), 
si à per la chiesta equazione: 

(12) -*«)-(» -Silfo-*») — g«)(!/i— !/«)— fa ~ Vi)(g ~* t ) 

(x a -a:,)(3,— Zj)— («j— z,)(X|— a:,) (z a — i/a) (l/a "!/i)(“i~-i 

clic sviluppata c ordinata diviene: 

(13) 4 Jt (x-x,)+.4 iX (y-y l )+.4, l ,(3-z I )=0, essendo 

)-(z.-=*)(» »-y.) » 

^«=(s,-z,)(a:j-® 1 )-(x l -x 1 )(z,-z 1 ), 

■ 4 »r=(*i-*iMy*-y l )-(tfi-yn)(*»-*i): 

or questi secondi membri sono i doppi delle aree de’ triangoli 
Kiibini — Geom. Analitica- 27 
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% 


projczioni (li quello clic à per vertici i punti dati, rispettiva- 
mente sul piano YZ, YZ, XY (§. 121, p. p.). 

66. Il termine noto delle (13) è 

(14) AjiX^ Ai\ij f+AijZf, 

(15) x t {y t z a ~zaàì+yi[^3-^s)+ s t( x iVs-y^s)- 

Chiamando A la superficie di detto triangolo, moltiplicando 

per 2 A l’equazione normale (P,) X.r-f-;xy+ vs-p=0 , e identifican- 
dola con la (13) ne risulta che 2Ap è uguale alla funzione (14), 
o alla (15); ma J- Ap è la misura del volume della piramide 
triangolare , che à per rertice l’origine e per base il triangolo 
dei tre punti dati, quindi ciascuna di dette f unzioni rappresen- 
ta sei volle un tal volume. 

67. Problema. — Trovare la condizione perché quat- 
tro punti sieno in un piano. — L’equazione (12) o la (13), 
quando ( xijz ) è un punto che non si sa se appartiene al piano, 
esprime la condizione perchè detto punto si trovi nello stesso 
piano degli altri tre (x,i/,;,) , (jr x t/ s s s ) , (i^z,); quindi essa è la 
chiesta condizione. 

68. Prorlema. — Trovazre le condizioni perchè sieno paralleli 
due piani 

(P) Ax+By-t-Cz+D^O, (P') A'jt+B'y+C'z+D'— 0. 

Poiché le intersezioni di due piani paralleli con un terzo 
sono parallele, le tracco omonome de’piani (P), (P') devono es- 
ser parallele; quindi le condizioni cercate sono: 


(io; 


£_ £- c.. 
l'~ c ; 


esse mostrano che le equazioni di due piani paralleli differi- 
scono solo pel termine noto. 

69. Problema — Trovare la lunghezza della perpendicolare 
condotta da un punto sul piano (P) Ax-i-By-fCz i-D- 0 , e gli 
àngoli che essa fa con gli assi. 

Sia primamente il punto dato l’origine; dinotiamo con p la 
perpendicolare condotta da questo punto sul piano; con (X;j.v) 
la sua direzione; e con a, b, c i tre semmenti che sugli assi 
taglia il piano (P): avremo p-aX=ig-ev, o pure (4) 

p X g v p V X 1 -!- JJL a -f-V* 1 

ì) ~ A fi ~ C " l) ~ vA 1 >-/!*+ C* ~ \ A ' 1 r- ’ 
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e quindi da queste relazioni si traggono le chieste formole : 
(17) p = - 


(18) ■ 


\ÌA*+B*+C* 

B 

V- = 


c 


\0l l +C 4 +C* ’ ‘ Ja'+IP+C* 

Le (18) determinano la direzione della normale al piano ; la 
(17) dà la lunghezza della perpendicolare condotta dall’ origine 
sul piano. 

70. Prima d’andare innanzi osserviamo, che secondo le pre- 


cedenti relazioni si à: Ax+ By +Cz± D— (Xar+pt/ + V3— p), 

laonde se l’ equazione d’ un piano è data sotto la forma normale 
Xx + gy + vs — p=0, e simbolicamente si rappresenti con P—0, 
quella sotto la forma (P) sarà UP— 0, essendo k una costante. 

71. Inoltre per le stesso ragioni spiegato nel §. 51, abbiamo 
ritenuto il solo seguo + : così ciascuno degli angoli, che anno 
per rispettivi coseni X, g, v sarà acuto od ottuso, secondo clic 
il segno del corrispondente numeratore è il -t- o il — ; c questi 
angoli saran sempre quelli elio la perpendicolare, prolungata 
in un sol senso a partire dall’origine, fa con gli assi positivi 
OX, OY, OZ. In ordine poi alla perpendicolare p ò da riflet- 
tere, che so vogliasi considerarla in valore assoluto , si darà 
a D nel secondo membro della (17) il segno opposto a quello 
che à nell’equazione del piano. Sia so vuoisi tener conto del 
segno, allora si verrà a fissarne ancora la direzione. In fatti , 
data l’equazione del piano, si determinerà con le formole (18) 
la direziono d’una retta (r) condotta per l’origine come qui 
innanzi è stato spiegato; indi, se il valore di p, secondo il se- 
gno di I), risulterà positivo, la lunghezza della pcrpendicolaro 
verrà tagliata a partire dall’origine sulla (r); e so risulta ne- 
gativo, la lunghezza della perpendicolare verrà tagliata a par- 
tire dall’origine sul prolungamento della (r) dall’altro lato. 

72. Supponiamo ora che il punto dato sia un punto qualun- 
que (a - 1 !/|2j): conduciamo per questo punto un piano parallelo 
al (P); esso avrà per equazione: 

(P,) AxA-By^Cz-(Ax l ABy l A-Cz i )-0, 

onde la perpendicolare p, abbassata dall’origine su questo pia 
no, secondo la (17'. sarà: 


.l.r, -/??/,+ Cr, 
\ r jp+ ÌP+C r 
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Orai) agevolo riconoscere cho la perpendicolare Mp=.P condotta 
dal punto M [x,y t z t ) al piano (P) ò la differenza algebrica tra 
la perpendicolare Op'=y, e l’altra Op, = p t condotte dall’ori- 
gine 0 sul piano (P) e sul parallelo (P,) menato per M ; e che 
inoltro Mp c Op' avranno la stessa direzione , cioè saranno dello 
stesso segno, se M ed 0 si trovano da una stessa parte del 
piano (P), e avranno direzioni opposte, cioè saranno di segni 
contrarii, se M ed 0 si trovano in parti opposte rispetto al pia- 
no (P) ; laondo la distanza P è la differenza tra p, e p della 
forinola (17), cioè 


(19) 


P = 


A -f- li i/| -f* Cz | -f- D 
v'/p+^+t* - ’ 


è la chiesta distanza del punto [s' l y t z t ) dal piano (P); c secondo 
che risulta /lar,-|-By 1 +Cz l 4-Z) dello stesso segno di D, o di se- 
gno contrario, il punto (jc,y t 3 t ) o l’origine si troveranno da 
una stessa parte del piano, o in parti opposte. 

La stessa formola (19) in virtù delle (18) e (17) può assu- 
mere la seguente forma : 


( 20 ) 


-P^Xa^ + pi^+vz,-^, 


che si riferisce al caso in cui l’equazione del piano è della 
forma normale (P t ) he+iLy+'tz-p-O; essa potrebbesi trovare di- 
rettamente, osservando che Op, =j>, è la projczione ortogonale di 
OM sopra Op,, e però secondo la formola (a, 52) j),=Xx,-|-;ip,-rVz,. 
Inoltre se si considerano le distanze p,P t in valore assoluto, 
la formola (20) à luogo nel caso che l’origine e il punto (zr,f/,z,) 
sono in parti opposte rispetto al piano (P); quando avvenga il 
contrario bisognerà cambiare il segno al secondo membro. 

73. Problema. — Calcolare gli angoli che il piano 

(P) Ax+By+Cz+D^O 

fa coi tre piani coordinati. 

Ritenendo lo denominazioni precedenti, gli angoli che il pia- 
no (P) fa coi tre coordinati XY, XZ, YZ son quelli stessi, i 
cui coseni sono X, p, v del §. 69, o si ànno dalle formolo (18); 
onde: 

ABC 


(21) X = 


«/(/l’+^+C*’ ^ \/(A» vB'vC 1 ) '' V(^*+5*+C*)' 
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74. Giova notare che gli angoli, che ànno per coseni X, p, v 
son complementari di quelli che lo stesso piano (P) fa coi tre 
assi OZ , 0 Y , OX ; si che i secondi membri delle (22) rappre- 
sentano nel tempo stesso i seni di cotesti angoli. 

75. Teorema. — Il quadralo d’ un’ area piana è uguale alla 
somma de’ quadrali delle sue proiezioni ortogonali. 

In fatti sia a l’area d’un poligono che sta nel piano (P) ; 
moltiplicando per a la relazione l=X*-fp.*+v*, che à luogo tra 
X, [i, v otticnsi a*=a*X*+a*(L t +a , v*; ma «X, aji, av sono le proje- 
zioni ortogonali di a rispettivamente su i piani XY, XZ, YZ, 
quindi è vero c. c. b. d. 

76. Prodi.ema. — Trovare il volume d’un tetraedro in funzione 
delle coordinate de’ suoi vertici (x,y,z,), (Xjy,z,l, (Xjy 5 Zj), (x 4 y t z 4 ). 

Poniamo che la faccia su cui si abbassa la perpendicolare^ 
dal vertice (x t y x z t ) passi pel vertice M' (uji/,;,); allora il nu- 
meratore della (19) diviene: 

ma la stessa faccia passa anche per gli altri due vertici M" 
(Xji/i^j), M'" (x l y i z l ), quindi A, B, C sono i doppi delle proie- 
zioni del triangolo su i tre piani coordinati (§. 65), 

si che per la formola (19) 

<A* 

ora il denominatore di questa frazione è il doppio dell’ area 
del triangolo (§. preced.) , quindi il numeratore è il 

prodotto del doppio di questo triangolo per la perpendicolare 
su esso condotta dal vertice (x,;/,;,) , o sia è uguale a 6 volto 
il volumo richiesto V. 

Detto numeratore stando ai significati di A )z , , A l} (§. 65) 

può essere scritto in forma di determinante, c si à: 


( 22 ) 



1 x, y, z, 
1 •** Ut “t 
1 Ut S 3 
1 X* y t i 4 


Supponendo il punto (x 4 ?/ t x t ) essere l’origine delle coordinate, 
allora questo determinante s’abbassa al terzo ordine, c svilup- 
pato dà la formola (15), come doveva essere. 


Digitized by Google 



214 §. 77. PARTE SECONDA — GEOMETRIA NELLO SPAZIO §. 80. 


77. Problema. — Trovare la condizione perchè quattro piani 
passino per uno stesso punto. 

Sibno i piani 

A,x+B t y+C t s+D,=0, A i x4-B i y+C t z + 

A 3 x +B s y + C 3 z+B s - 0 , A t x + B l y + c k z + B l = 0 : 

essi passeranno per uno stesso punto, se queste equazioni coesi- 
stono, ciò clic à luogo sesi verificaia condizione '2,±A ì B ì C t D i —Q, 

0 però questa è la condizione richiesta. 

78. Problema. — Trovare l’ angolo di due piani 

(P) Ax+By-t-Cz+1)— 0, (P'J A'x+B'y-fC’z+D'— 0. 

Si conducano dall’origine le rispettive perpendicolari su i 
piani (P), (P'); com’è noto dalla Solida, l’angolo u> di queste 
perpendicolari sarà pure quello dei piani. Dinotando con X, p., v 

1 coseni degli angoli del piano (P) coi coordinati YZ, XZ, ZX, 
e con X', p', v' quelli di (P'j; X, p, v saran pure i coseni degli 
angoli che la perpendicolare a (P) fa con gli assi OX, OY, OZ, 
c X', p', v' saranno i coseni degli angoli che con gli stessi 
assi forma la perpendicolare a (P'J, onde (16,52); 


(23) 


, . A'+BB'+CC 

costo— AÀ p -f VV — ■ — , 

ylA'+B'+C* \ f A' i . B' t rC' t 


(2,73). 


79. L’angolo dato da questa formola può risultare acuto od 
ottuso, secondo il segno + o — del numeratore AA' + BB' + CC'. 
Ora due piani che si tagliano fanno quattro angoli , de’ quali 
gli opposti sono eguali , e gli adiacenti supplementari ; e per 
conoscere in ogni caso a quale di questi angoli si riferisce la 
formola (23), si condurranno per l’origine due rette (r), (r') 
secondo le direzioni (Xpv), (X'pV) determinate con le formolo 
(18,69); quali rette saranno normali rispettivamento ai piani 
(P), (P'j; indi per la stessa erigine si condurrà una retta (i) 
perpendicolare al piano delle rette (r), (r'), e per la (i) si con- 
durranno due piani (Q) , (Q') perpendicolari rispettivamente ad 
(r) ed (r'), e prolungati entrambi solo da una parte) l’angolo 
di questi piani (Q), (Q') sarà l’angolo de’ piani (P), (P'J. 

80. I piani (P), (P'J saran tra loro perpendicolari se io -90", 
o sia costo =0, o però, secondo la (23), 

(24 XX'+g]i'+vv'--0; o pure A A' BB'{CC'-ft 
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è la condizione perchè i due piani (P) , (P') sieno tra loro per- 
pendicolari. 

81. FORMOLE RELATIVE A RETTE E PIANI. 

Problema. — Trovare il punto d’incontro d’una retta con 
un piano. 

Sieno 

(r) x=az+p , y=bz+q , (P) Ax+By+Cs+D—0 
la retta e il piano. Eliminando fra queste tre equazioni si inno 
per le chiesto coordinate del punto d’incontro: 

B[tp-aq)+Cp-Da A[aq-bp)+Cq-Db 

Aa+mVC' ’ V ~ Aà^Bò+C ’ 

* 

Ap^-Bq-^D 
Aa+Bb+C' 

82. Queste coordinate saranno infinite, e perciò la retta (r) 
e il piano (P) saran paralleli se Aa— Bb+C=0. 

83. L’ordinata z sarà indeterminata, cioè la retta (r) avrà 
ogni suo punto nel piano (P) so Aa+Bb-i-C-O, Ap-Bq+D- 0; 
quindi sono queste le condizioni perchè la retta (r) sia conte- 
nuta nel piano (P), o vero perchè questo piano passi per quella 
retta. 

84. Problema. — Trovare le equazioni d’una retta che passa 
per un punto (x'yV) , ed inoltre è perpendicolare a un piatto (P) 
Ax-fBy+Cz+D^O. 

Sieno X, p., v i coseni degli angoli che questa perpendico- 
lare fa con gli assi, e avremo (§. 69): 

(2) X^---, g=— , , 

P P P 



ma le equazioni della retta che passa pel punto ( x'y'z ') sono 

•r-x' _ y-y' _ r 

X g v 


quindi sostituendo i precedenti valori , avremo le equazioni 
della chiesta perpendicolare , cioè: 


( 3 ) 


x-xf _ y-y’ _ 

A B ~ 


85. Dinotando con x~az+p,y=:bz 


retta (r), abbiamo X = 



v = 


C ‘ 

• q le equazioni d’ una 
—, essendo r=\/ 1-1 a 1 : i i 
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(§. 50); c paragonando questi valori con i (2) ne deduciamo: 


(4) Ca-A = 0, Cb-B = 0; 

or queste equazioni indicano che le projezioni della retta (r) 
perpendicolare al piano (P) sono perpendicolari alle tracce omo- 
nome del piano. 

86. Le (4) sono le condizioni perchè la retta (r) e il piano (P) 
sieno tra loro perpendicolari ; quindi so il piano passa per un 
punto (x'y'z'), nel qual caso la sua equazione è della forma 
,4(x-x')+Z?(!/— y')+C{z— s'J-O; ponendo in questa invoco di A e 
n i loro valori tratti dalle (4) si à per l’ equazione d’un piano 
perpendicolare alla rettale): 

(5) a[x-x')+b[y-y')-\-[s-z’)-0. 


87. Problema. — Calcolare l’angolo z formato da una retta 
(r) x=az+p, y— bz+q, con un piano (P) Ax+By+Cz+D-O. 
Da un punto qualunque (x'y'z') della retta (r) si conduca la 
perpendicolare al piano (P); questa perpendicolare avrà per c- 


quazioni le (3) x-x 1 '= -~(z-z') 




R 


questa retta con la (r) essendo complementare di quello z for- 
mato dalla (r) col piano (P), avremo (17,52): 


( 6 ) 


Aa vDl> \-C 


Vi ra 1 ri* V-Pi/PrC* 


88. Problema. — Date due rette, trovare T equazione del pia- 
no condotto per una di esse parallelamente all’ altra. 

Sieno: 


(r) x-as+p, y-bz+q, (r') x=a'z+p', y=b'z+g' 

lo due rette dato: perchè un piano (P) Ax-t-By+Cz+D — 0 passi 
per la prima e sia parallelo alla seconda , devono aver luogo 
le relazioni (§§. 82, 83): 


Aa+Bb+C= 0, Ap \-Dq+D-D , Aa'+Bb'+C-Q , 
dalle quali si trac : 

b-V „ a'-a 


A-C 


ab' ha' 


B—C 


ab'—ba' ’ 


„ „ plb-bVg(a’-a) . 
L ab' ha' 


messi questi valori nella (P) si à l’equazione: 

(7) (b- b')(x- -p)+(a'-a)(y-q)+(ab'-la')z=Q 

del piano che passa ]>er la rotta (r) ed è parallelo alla (r'). 
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Cambiando a, b in a', V e reciprocamente; e p, q in p\ q\ 
l’equazione del piano che passa per (r') ed è parallelo alla 
retta (r) ò 

(8) (b b r )[x-p , )+{a'-a)[y-q'y\-(ab'- ba')z—Q, 

Questi piani (7), (8), come doveva essere sono paralleli. 

89. Problema. Trovate l equazione del piano che passa 
per la retta 

(r) x^azfp, y^bzfq, 

ed è perpendicolare al piano (P) Ax-f By-fCz+D=0. 

Sia l’ equazione del piano corcato: 

(9) A'x+B'x+C'z l- J5'— 0 ; 

esso soddisfarà le condizioni del problema, se abbiasi (§§. 80 e 83'. 

(10) A'a+B'b+C'-O, ( 11) A'p+B'q+Dt-Q, (12) AA'+BB'+CC-O. 

Sottraendo dalla (9) la (11) risulta A'(x-p)+B'(y-q)+C'z= 0; 
inoltre le (10) e (12) danno: 

(Ab -, Ba)A’=(B~Cb)C' t ( Ab-Ba)B'=(Ca~A)C ' , 

e posti nella precedente equazione invece di A' o B' i loro va- 
lori tratti da queste due, ne risulta per la richiesta equazione: 

(13) iB-Cb){x-p) h{Ca -A](y-q)A(Ab-Ba)z-0. 

90. Problema. — Trovare le equazioni , e l’espressione della 
minima distanza fra due rette. 

Sieno le due rette date : 

(r) x-az+p, y-bz+q, jr') x=a'z+p‘, y=zb'z + q'. 

•Sappiamo che per avere la minima distanza fra queste rette 
comunque sieno poste nello spazio, bisogna condurre per (r) 
un piano (p) parallelo ad (r’j, c per (r') un piano (p'I parallelo 
ad (r); quindi menare per (r) un piano (q) perpendicolare al 
piano (p'), e per (r') un piano (q') perpendicolare al piano (p) , 
(E. G. n.° 90, p. 2. a ). 

Ora i due piani (p), (p') inno per equazioni rispettive le (7) 
e (8); quindi il piano (q) che passa per la retta (r) ed ò per- 
pendicolare al piano (p'); e l’altro (q'), che passa per (r'1 ed ì> 
Rubini — Geom. Analitica. 28 
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perpendicolare a (p) avranno, secondo la (13), per rispettive 
equazioni: 

j[«'(l+*« )-« {\ rW,][x-p')+[b’(Ua' )-b [\ + aa’\);y-q ) ) _ 

14 l +[i(i-i') -a («'-«)]* ) _u ’ 

,„«([« (l+4'*)-«'(l+W')](*-|>)+[* (1+* 1 *) -V(\+aa')][y-q’) 1 
14 'X +[b' { b'-b)-a'{a-a’)]z j~ u ’ 

cbe son quelle della minima distanza fra le rette date (r), (r'). 

Per avere l’ espressione di detta minima distanza S , basta 
prendere la differenza delie perpendicolari condotte dall’origine 
su i due piani (7) c (8), E. G. n.° cit.) , e quindi si à (17,69): 

(14) g- {b-b r v:p--p’)-~[a , -a )( ?-?') 

V(a-a')*-t-(é— ! ab'- ba') ì 

91. Problema. — Trovare le coordinate del punto d’ inconteo 
di tre piani. 

Sieno le equazioni de’ piani : 

( A,x+£,y+C t z+D,-0 , 

(15) - A 2 :r rB t !/-i , 

v A 3 x+B s y+C 3 z-i-l) s =0 ; 

le coordinate richiesto saranno i valori comuni di queste tre 
equazioni, cioè saranno: 

fi 6' x — — v — — - _ 

l 10 / x ~ -p > V— p > - - p’ 


ove, com’è noto dall’Algebra. 

A, B t C, 

(17) P — | A t B t C, 

A 3 B , C .. 


e P t , J\, P 3 sono i tre determinanti che si anno da questo P, 
quando vi si rimpiazza la 1®, o la 2®, o la 3“ verticale con 
quella de’tcrmini noti J), presi col segno mutato. 

Posto ciò, l.° se P non ò nullo, i valori (16) di .r, y , ; sa- 
ran finiti; e perchò ciascuna di queste incognite non ammette 
che un sol valore, così in tal caso i piani (15) s’ incontreranno 
in un sol punto a distatua finita. 

2.“ Se P~ ■■ 0, senza che sia nullo alcuno de’ determinanti 
P t ,P t ,P 3 , i valori (16) risultano infiniti, c però in tal caso 
i tre piani (15) s’ incontreranno algebricamente all’infini- 
to. e geometricamente non s’incontreranno. 
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3.° Se P— 0, e nel tempo stesso è nullo uno o tutti i deter- 
minanti P t , P t , P 3 , lo x, y, s risultano, in generale, indeter- 
minate, onde, in tal caso, i piani (15) ànno un indeterminato 
numero di punti comuni. 

Ora perchè le ignote x, y, z risultino effettive mente indeter- 
minate, le (15) non debbono essere tre equazioni essenzialmente 
distinte, ma debbonsi ridurre a due, o anche ad una sola ve- 
ramente distinta. Pertanto poniamo che sieno le prime duo 
quelle che si riducono a una sola, il che à luogo se 

(18) A, :A t — B t :B t = C t : C t =J) ì :l) t ; 

in questo caso i due primi piani si confondono in un solo (P), 
e però rincontro de’ tre piani dov’ esser quello di questo piano 
(P) col terzo (15); ma due piani s’incontrano secondo una retta, 
quindi i punti comuni ai tre piani (15) dovevano essere indeter- 
minati, essendo tutti quelli d’una retta, la quale è a distanza 
finita , sin che sono verificate le sole condizioni (18 ; imperocché 
cosi il piano (P) non può risultare parallelo al terzo piano (15). 

Se poi le equazioni (15) non sono che una sola equazione 
veramente distinta, il che à luogo se 

( 19 ) A,:A t :A 3 =£, :B t :B 3 =C t : .C t 

allora i tre piani (15) si confondono in un solo, e i punti d’in- 
contro di que’tre piani sono tutti quelli di quest’unico piano, 
e però anche in questo caso i punti d’incontro dovevano ri- 
sultare indeterminati. 

Pertanto in questo 3.° caso l’intersezione de’ tre piani (14) 
è una retta a distanza finita, se àn luogo le condizioni (18); 

0 pure i tre piani si confondono in un solo, se àn luogo le con- 
dizioni (19'. 

Finalmente se è 

(20) A | : .tj : — B t : : B 3 — C t : C t : C 3 , 

1 tre piani (15) sono paralleli (§. 68); intanto anche in questo 
caso i determinanti P, P t , P t , P 3 risultano nulli, e quindi 
x,y,z risultano indeterminati, appunto perchè 1’incontro dei 
piani è una retta posta all’infinito. 
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CAPITOLO IV. 

Significato geometrico d’ una o più equazioni simultanee a tre 
variabili. — Teoremi sulle superficie. — Alcune definizioni. 

92. Una sola equazione a una sola variabile del grado 
»“"* rappresenta ini sistema di n piani (tra reali e immagi- 
nari!) paralleli a uno de’ coordinati (§. 23;. 

93. Una sola equazione a due variabili rappresenta una 
superficie cilindrica. — Como sappiamo l’equazione 

(fi f(ar,y)=0: 

rappresenta nel piano XY, in generale, una linea A'B'M'C'; e fin- 
che non si tratta che di due sole 
coordinate, la (f) non à altro si- 
gnificato; un qualunque punto 
M'(x'y'j di questa curva vicn dato 
dal complesso delle due equazioni 
( 1 ) x-xl , y-y’, 

che verificano la (f). Ma quando 
s’à riguardo a tre coordinate, que- 
ste due equazioni rappresentano 
una retta parallela all’asse dello s (§. 20); onde in tal caso 
l’equazione (f) rappresenta un luogo di retto parallele all’asse 
delle ciascuna delle quali à un punto comune con la curva 
A'B'M'C'; questo luogo quindi è una superficie, non avendo 
che due sole dimensioni , la quale può intendersi generata da 
una qualunque retta indejlnita M'M, che scorre sulla curva 
A'B'M'C' muovendosi parallelamente a sé stessa : si fatta su- 
perficie si dice cilindrica; la curva A'B'M’C' che dirige il 
moto della retta M'M si chiama direttrice; la retta MM' si 
chiama generatrice, e suol dirsi benanche lato del cilin- 
dro. Pertanto un’equazione a due variabili , considerata nello 
spazio, rappresenta una superficie cilindrica, la cui generatrice 
è. parallela a quello degli assi coordinati, la cui variabile manca 
nell’equazione, e la direttrice èia curva rappresentata dalla 
data equazione nel piano delle variabili di detta equazione. 

Reciprocamente una superficie cilindrica, come è stata defi- 
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nita, c col lato parallelo all’asse OZ, deve ammettere un’equa- 
zione della forma (f) ; imperocché qualunque punto del lato M'M 
à le stesse coordinate x, y del punto M' della curva A'M'C', o 
quindi la relazione fra queste coordinate, per qualunque punto 
della superfìcie cilindrica, deve esser quella che rappresenta 
detta curva nel piano XY, cioè dev’essere l’equazione (f). 

94. Se la retta che s’appoggia costantemente sopra una data 
direttrice (come nel cilindro) passa sempre per uno stesso punto, 
allora la superficie generata da quella retta si dice conica, 
o semplicemente co/io; e il punto per cui passa continuamente 
la generatrice , si chiama vertice del cono. Da ciò segue che 
il cilindro è un caso particolare del cono ; e propriamente è 
quello in cui il vertice passa all' infinito. 

95. Giova notare che, nell’analisi a tre coordinate, volendo 
esplicitamente indicare la curva A'M'C', devonsi prendere si- 
multaneamente l’equazione (f) e la z — 0; essendo che solala 
prima indica il cilindro, e sola la seconda indica il coordi- 
nato XY; c però il complesso di entrambe dinota i punti co- 
muni a detta superficie e al piano XY, cioè dinota l’ interse- 
zione di queste due superficie, che è appunto la curva A'M'C. 

9G. Inoltre, segnando sulla superficie cilindrica una curva, 
qualunque ABMC sia piana, cioè esistente tutta in un piano, 
sia storta, cioè non giacente tutta in un piano, la curva 
piana A'B'M'C' è la projezione della ABMC; perchè è il luogo 
delle projezioni dei diversi punti di questa curva sul piano di 
projezione XY, e con l’asse dirigente OZ j§. 1). È per ciò che 
la superficie cilindrica AMCC'M'A' si chiama ci 1 i ndro pro- 
jettante la curva AMC; e come è chiaro la curva AMC, come 
ogn’ altra curva tracciata sulla superficie cilindrica, può esser 
presa per direttrice della medesima. 

97. Una sola equazione a tue variabili rappresenta una 
superficie. — Consideriamo ora l’equazione a tro variabili 

(F) F(x , y , z) — 0: 

dando a z diversi valori particolari z’,z", z" , ccc., avremo i 

Fi*, !/, 3' )=0, 

F(x, i/, z") = 0 , 

F(r , 5"') = 0, ec. 

Poso ciò, le equazioni z-z‘, z—z", oc. rappresentano piani pa- 


seguenti sistemi: 


( 2 ) 
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ralleli al coordinato XY, e le altre F(r, y, z')-0, F(x, y, z”)-0 , 
ec. rappresentano cilindri col lato parallelo all’ asse delle z 
(§. 93); onde il complesso delle due equazioni simultanee 
z— z', Fjx, y, z') — 0 , indicando i punti comuni a queste due 
superficie, rappresenta la loro intersezione , elio è una linea 
piana , la quale apparterrà al luogo della (Fi , essendo che i 
valori comuni alle due equazioni precedenti verificano benan- 
che la (F): dicasi lo stesso per gli altri sistemi di equazioni (2). 
Segue da ciò che il luogo dell’equazione (F) è tale, che me- 
nando de’ piani paralleli al coordinato XY, e l’un dall’altro 
distanti per quella quantità che si voglia piccola, segneremo, 
generalmente parlando, in quel luogo una serie di curve piane; 
o vero questo luogo geometrico sarà la serie di queste linee; 
quindi esso è una superficie, perchè non può ammettere che 
due sole dimensioni. Pertanto il luogo geometrico d’ un’ equa- 
zione a tre variabili, è, in generale, una superficie. 

98. Le superficie algebriche , cioè quelle le cui equazioni sono 
algebriche, si distinguono secondo i gradi di loro rispettive 
equazioni: così nna superficie è del grado « lno , se del grado 
n m0 è la sua equazione. 

99. L’intersezione (Cuna superficie algebrica con un piano è , 
in generale, una curva dello stesso grado della superficie. 

In fatti posto z ~ 0 nell’equazione d’ una superficie, il risul- 
tamento sarà l’equazione della linea d’intersezione della su- 
peificie col piano XY : ora quando l’equazione è algebrica, la 
supposizione z^O, com’è chiaro, dà un’equazione in x e y di 
grado non superiore a quello dell’equazione data; ma ben può 
risultarne un’equazione di grado inferiore, perchè la z può 
trovarsi in tutti i termini di più alto grado, come nell’equa- 
zione «z* -j-izx 1 i-cx*-f-dxy+rz+/- 0 , che per z— 0 si riduce a 
cx*+diy-L,-f- 0. Però, poiché un’equazione, per avere un signi- 
ficato geometrico effettivo, dev’ esser omogenea, o devesi a tale 
ridurre con l’introduzione di certe potenze d’una lettera io, che 
rappresenti l’unità, così l’ultima equazione sotto forma omo- 
genea diviene ewx*-èrfioxt/-*-ti» s /-0, o sia w (cx 1 -rrfxi/-fwy’)-0, e 
cosi si scompone nelle due equazioni u*=0, e cx’-T-dxi/Ho 1 /— 0; 
la prima rappresentante una retta all’infinito, e la seconda 
una conica; sì che, avendo riguardo alla retta all’infinito, può 
dirsi che l’intersezione della proposta superficie del 3° grado 
col piano XY è una curva anch’essa del 3° grado. (Salmon’s, 
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Tr rati se on tlie anahjtic geometra of three dimensione, u.° 22' ; 
e poiché colla trasformazione delle coordinato non s’altera il 
grado della superficie {§. 29 , e il piano XY può prendere una 
posizione qualunque, cosi può concliiudorsi , in generale, la 
proposizione enunziata. 

100. Una superficie di grado n"‘° è incontrata, in generale, 
da una retta in n punti. 

In fatti posto z — y — 0 nell’equazione della superficie, ne 
risulta un’equazione in jr, che dà i punti d’ incontro ( reali o 
imruagiuarii) della superficie con l’asse OX: quest’equazione, 
in generale 6 dello stesso grado » mo della superficie; e poiché 
qualunque sia la posizione d’una retta si può sempre prenderla 
per asse delle x, così è vera la proposizione enunziata. Ben 
vero però che se l’equazione in x risulta di grado inferiore 
ad n , bisognerà conchiuderne che vi sono tanti punti d’ in- 
contro all’ infinito per quanta è la differenza tra il grado della 
superficie e quello dell’equazione in x. 

101. Due equazioni simultanee rappresentano una cunvA 
nello spazio. — Infatti considerando simultaneamente le due 
superficie ; 

(3) F ,(x, y, z) = 0 , Fj(x, y, z) = 0, 

veniamo a considerare a un tempo tutti i punti comuni a dette 
superfìcie. 

Ora questi punti, in generale in numero infinito, seguono 
una certa legge, che è quella di doversi trovare a un tempo 
sulle due superficie, quindi il complesso di tutti quei punti 
è una linea §. 44 p. p.) 

102. Se tra le equazioni (3) s’elimina s, a y, o x si ànno 
tre nuove equazioni: 

( 4 ) f,(j, l/) = 0, fjf.r, z) = 0, f 3 (i/,s) = 0, 

ciascuna delle quali rappresenta un cilindro (§. 93i, che passa 
per la stessa linea (F,, F,), perché, secondo il principio del- 
l’ eliminazione, i valori che soddisfanno una qualunque delle 
(4) soddisfanno pure le (3). I tre cilindri (4) son detti proget- 
tanti la curva [F,, F,) su i tre piani XY, XZ, YZ (§. 96) , e 
le tre curve 

. ( s^0, ( »/ — 0 , ( x—Q, 

( f,(x, y) - 0 , ) f,(x, 3) = 0, { f s (y,3) = 0 

sono le prnjezioni della curva su’ detti piani; imperocché il pri- 
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iuo cilindro (4) p. e. à i lati paralleli all’asse OZ, e questi lati 
incontrano il piano XY ne’ punti della prima curva (10), si elio 
questa curva ò il luogo delle projezioni de’ punti della curva 
(F, , F,) sul piano XY. 

103. Ciascuna delle (4ì è conseguenza delle altre due; e poi- 
ché i cilindri da esse rappresentati passano per la curva (F, , FJ, 
così questa curva può benanche essere rappresentata da due 
qualunque delle equazioni (4. Questo risultaincnto analitico, 
considerato geometricamente , indica che delle tre projezioni 
d’una curva nello spazio su tre piani diversi, duo soltanto sono 
sufficienti per determinare la curva. Però ò da notare che le 
due superficie F, , F, essendo rispettivamente del grado wi nl " 
ed n mo la curva (F, ,F,1 è del grado p m ", essendo p = mn ; o 
ciascuno de’ cilindri projettanti (4) è una superficie dello stesso 
grado p ma ; sì che due di quei cilindri si taglieranno, in ge- 
nerale, secondo una linea del grado (p*) mo , mentre la curva 
(F, , Fj) è soltanto del grado p m ' : ciò vuol dire elio detti due 
cilindri, oltro di intersegarsi secondo questa curva, s’ intcr- 
seghcranno benanche secondo un’altra linea del grado p 1 —p. 
Pertanto volendo considerare i soli punti della curva (F,, F,) 
c non altri, conviene ritenere tutte e tre le equazioni (9), per- 
chè una di quelle equazioni 6 conseguenza delle altre due solo 
rispetto ai punti commi alte due superficie F, e F,; c però la 
prelezione dei punti estranei all’intersezione di due cilindri, 
prodotta dal terzo, sopra il terzo piano, sarà diversa da quella 
della curva (F, , F t ). Per altro quando una curva è data per 
mezzo delle equazioni de’ suoi cilindri projettanti, o sia per 
mezzo delle sue projezioni, potrà giungersi a trovare due equa- 
zioni F, = 0, F t = 0 che la rappresentino nel modo più semplice. 

Ma, in generale, non è sempre vero che ciascuna curva netto 
spazio sia ta intersezione compieta di due superficie. 

104. Tre equazioni simultanee rappresentano un deter- 
minato numero di punti nello spazio. — Consideriamo final- 
mente tre superficie F, =0, F t =0, F s = 0; l’ esistenza simutta- 
nea di queste tre superficie non può dare, in generate, che un 
determinato numero di punti. In fatti, supposte alge- 
briche quelle superficie, una del gr. m'"" , l’altra del gr. n™", 
e la terza del gr. p ma , le tre predette equazioni saranno, in 
generale, verificate da mnp sistemi di valori (.r, y t r , \r t y t z t ), 
oc. (C. A. n.° 367), e però le tre superficie avranno altrettanti 
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punti comuni, o sia il complesso delle tre equazioni F, = 0, 
F t — 0, F s = 0 rappresenta, in generale, mnp punti nello spazio. 

105. Si chiama centro d’una superficie quel punto tale, 
che ogni corda per esso condotta resta divisa per metà dalla 
superficie; quindi se pel centro si conducono tre piani coordi 
nati ai quali si riferisce la superficie, e si dinotano con x, y, z 
le coordinate d’un estremo d’ una corda qualunque menata pel 
centro, saranno-?, -j /, — s quelle dell’altro, e però, questi due 
punti stando sulla superficie, l’equazione di questa superficie 
dev’esser verificata da ciascuno de’due sistemi x, y, z e —x, 
—y,—z. Quando la superficie è algebrica, l’indicata condizione 
non può verificarsi se la forma dell’equazione della superficie 
non ò tale che, se è di grado pari, ciascun termine sia di 
grado pari; e se è di grado impari ciascun, termine sia di gra- 
do impari, e in, questo caso V equazione dece mancare del ter- 
mine noto. Quindi, se con la trasformaziono dello coordinate 
una data equazione può essere ridotta a una di queste forme, 
la nuova origine sarà centro della superficie da quell’equazione 
rappresentata. E poiché la proposizione inversa della proce- 
dente è pur vera , cosi ne segue che se una superficie ammette 
centro , la sua equazione de cesi ridurre a una di quelle fiorine. 

106. Se l’equazione d’una superfìcie ò tale, clic una delle 
sue coordinate, poniamo la è di grado pari in ciascun ter- 
mine ove si trova, allora, comcchè per ogni sistema di valori 
,r, y i valori di z risultano a due a due uguali e di segno con- 
trario, cosi ne segue che in tal caso ogni corda parallela al- 
l’asse delle z è bisegata dal piano XY, il quale perciò prende 
il nome di piano di ametrale della superficie, e coniugato 
di quest’asse; come ogn’ altro piano che divide per metà il si- 
stema di corde parallele a una direzione data si dice coniu- 
gato di questo sistema di cordo, o di questa direzione. Quella 
di queste corde che passa pel centro si chiama di ametro con- 
iugato di quel piano. In generalo ogni corda condotta pel cen- 
tro è diametro. 

Quindi se l’equazione d’una superficie à la ferma 

(6) Ax'+Dy'+Cz'+L-Q, 

ciascuno dei piani coordinati è diametrale coniugato del terzo 
asse, o sia dell’intersezione degli altri due piani. Tre piani di 
questa naturasi dicono diametrali coniugati, e le tre in- 
Kujhni — Geom. Analitica. 29 


Digitized by Google 



22G §. 107. PARTE SECONDA- GEOMETRIA NELLO SPAZIO §. 109’ 

tersezioni di cotosti piani a (lue aduesi chiamano diametri 
coniugati. 

Allorché i piani diametrali sono tra loro perpendicolari, pren- 
dono il nome di piani diametrali principali, o semplicemente 
piani principali; o le loro intersezioni, o sia i diametri, si 
chiamano assi. 

Nel tempo stesso l’origine ò centro della superficie. 

CAPITOLO V. 

Del modo di trovare l’equazione d’ima superfìcie ; e reciproca- 
mente come investigare il luogo d’una data equazione. 

107. Le due primo questioni che ci possiamo proporre nel- 
l’Analisi a tre coordinate sono, come in quella a due, le se- 
guenti : 1° trovare l’equazione d’ una superficie, o quelle d’una 
curva, conoscendone la generazione; 2° data l’equazione d’una 
superficie, o quelle d’una curva nello spazio, costruire la su- 
perficie, o la curva: qui ci limiteremo alle superficie, trat 
tendo alcuni esempi, e facendo uso di coordinate di projezione 
ortogonali. 

108. Problema. — Trovare il luogo del punto che si muore 
nello spazio serbando sempre la stessa distanza da un punto 
dato ; o sia trovare V equazione della superficie sferica. 

Sia (r 0 y 0 z 0 ] il punto dato (centro della sfera), e (xys) il punto 
mobile, o sia un punto qualunque della superficie sferica; di- 
notando con r la distanza costante fra detti punti c il centro, 
avremo per la chiesta equazione : 

m I (x-x 0 )*-Htf-y 0 i*+( 2 -s,)*=r*, o pure 
1 x t -\-y*-tz*-2x 0 x-2y„y-2z 0 t-r l - 

Se l’origino ò lo stesso centro l’equazione della sfera sarà: 

(2) s*+!/*+s*=r*. 

109. Dando a z de’ valori y compresi tra-r c+r si ànno equa- 
zioni della forma x t +y i —r t —^ t . Ora quest’equazione conside- 
rata rispetto al piano XY ò quella d’un cerchio rappresentante 
la projezione della curva secondo la quale il piano z— f taglia 
la sfera; c poiché questo piano è parallelo a quello di proje- 
zione XY, é manifesto che detta curva è identica alla sua pro- 
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jczione, e perù è un cerchio. Onde ogni piano parallelo al coor- 
dinato XY taglia la sfera secondo un cerchio, come doveva 
essere. Altrettanto à luogo pc’ piani paralleli agli altri due coor- 
dinati XZ, YZ 

110. Se il raggio r è infinitamente piccolo, la sfera si ri- 
duce al suo centro; si che l’una o l’altra delle due equazioni: 

[x-T 0 )*+(y- »,)*+(*-*,)■= 0 , x*+t/*+r*-0 

rappreseli ta una sfera in finitamente piccola, o vero un 
punto, che sarà il punto (x„ ij 0 s 0 ) secondo la prima equazione, 
e l’origine delle coordinate secondo l’altra. 

i i Volendo I espiazione d una sezione obliqua, riferita a due assi 
‘ "'•“ "‘i " ol "no piano, supponiamo che fieno OX,OY, OZ i tre assi 
ortogonali ai quali è riferita la superficie 
F(x. )/. i) — 0; sia OX' la traccia sul piano 
XY del piano segante z — lu + ky, che sup- 
poniamo passare per l’origine. Sia inoltre 
AMI) l'intersezione fatta da questo piano 
x nella superficie, e sia OY’ una retta con- 
dotta iti detto piano perpendicolarmente 
ad OX'. Supponiamo che gli assi ai quali 
si voglia riferire la curva Al) sieno le due 
retto perpendicolari OX’, OY'. Ora essondo M un punto della curva, 
se si conduce MQ perpendicolare sul piano XY, QP perpendicolare 
ad OX, e OH ad OX', sarà in primo luogo OP=x, PQ=g, MQ=* ; o 
comlucendo M II questa retta risulterà perpendicolare a OX', e quindi 
parallela ad OY', in guisa elio Oli- x', MR=g' saranno le coordinate di 
M rispetto agli assi OX', OY'. Posto ciù, chiamiamo (t l’angolo MDQ, 
che il piano segante Y'0 X'(j — /ir ffcj/) fa col piano XY. o con ? l’an- 
golo XOX' che la traccia di detto piano fa con Passa OP, o sarà: 

(I) tan^ = — h:k, cos*— — I : V I +h' + k\ 

Ora dal triangolo rettangolo MQI), ponendo per un momento UH—!/", 
si à y" = y cosò, z — ij seni. D’altronde fra le coordinate OP— x, PQ=i/ 
del punto Q, c le altre OR^r’, QR=j/'' vi à lo relazioni 

x=.c’cosf t-y’’sonf, y=x’sen^— ;/'’cos? (§. 69, 3*. p. p.) 
avendo preso y" negativamente perchè cade nella direzione delle ij 
negativo; quindi sostituendo invece di y" il precedente valore avremo 
finalmente : 

(’2) x=x'cos? f y cosflsen?, y— r'sen^— t/cosdcos^, z—y' senft, 
c questo forinole sostituito nella F(g,x,j)=:0 daranno l’equazione 
dell’ intersezione come sopra è detto. 
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111. Problema. — Trovare l’equazione del cono generato dalla 
retta che s ’ appoggia sopra una conica, e passa continuamente 
per un punto (vertice del cono) posto sulla retta condotta 
pel centro della conica perpendicolarmente al piano di questa cur- 
va; la quale retta è l ’ asse del cono. 

Si prenda per asse OZ 1’ indicata ixirpondicolare, e gli assi 
OX, OY sicno paralleli rispettivamente ai due assi 2 a, 2 b della 
conica; e finalmente l’origine 0 sia il punto dato. Dinotando 
con c la distanza del centro della conica dall’ origine , e con 
m, n due costanti saranno : 


(a) 


Z — C i 


-i + 75 — 1 — 0 . 
a * Ir 


le equazioni della conica direttrice, c 


(b) y—mx, z — nx, 

quelle della retta generatrice, che passa pel punto dato (l’o- 
rigine) qualunque sieno m ed n; c per indicare che essa s’ap- 
poggia costantemente sulla curva (a) bisogna esprimere che lo 
(a) c (b) anno luogo simultaneamente qualunque sicno x, y, s. 

Ora la seconda (b) in virtù della prima (a) dà x — — , e so- 

71 

stituendo nella seconda (a) questo valore c quello di y della 
prima (b), s’ottiene: 


(c) 


c* c*m* 
ahi- 4 1 » 1 


Quest’equazione è la condizione perchè la retta mn s’appoggi 
sulla conica (a): onde per avere l’equazione del luogo cercato, 
bisognerà eliminare >n ed n tra lo (b) e (c); il che dà : 


(di 


•T* , y* . 

s + s* + 


pi 

V- 


^.o 


per l’ equazione richiesta. 

112. Facciamo qui notare che la superficie conica, come 
ogu’ altra superficie generata da una retta che si muove secon- 
do una certa legge, si dice rigata; ed è sviluppabile, o 
storta, secondo che si può svolgere e distendere, o pur no 
in un piano, senza avvenirne pieghe o fratture. Cosi chiara- 
mente si vedo che un foglio di carta avvolto intorno ad una 
colonnetta prende la forma cilindrica della colonna , c quindi 
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si può novellamente spiegare in un piano senza frangersi, nò 
presentar piegature. Ma non avviene più lo stesso se il foglio 
vogliasi avvolgere sopra una sfera , c prendere la forma della 
superficie sferica; quindi la superficie cilindrica è sviluppabi- 
le, e quella della sfera no. 

113. Osserviamo intanto che le equazioni 

(r) x = az+p, y-bs+q 

d’ una retta contengono quattro costanti a, p, b, q ; c se queste 
son date s’à una retta determinata nello spazio; si cho è d’uopo 
che una almeno di quelle costanti rimanga arbitraria, pcrchò 
la retta possa avere nello spazio diverse posizioni , il cui in- 
sieme costituisca una superficie , o luogo di quella retta. Anzi 
perchè s’abbia una superficie, occorrono tre condizioni distinte, 
nò meno, fra le quattro costanti a, b, p, g; imperocché queste 
tre condizioni o le due equazioni (r) formano un sistema di cin- 
que equazioni, che devono aver luogo tra ledette costanti, le 
quali eliminate conducono a un’equazione y(x, y, s)=0, rappre- 
sentante una superficie. Se le condizioni fossero meno di tre, 
non potrebbesi avere una sola equazione in .r,y,z; ma se ne avreb- 
bero, in generale, due o ancho tre, o il luogo sarebbo una 
curva o un punto. D’onde poi segue che per avere una super- 
ficie dal moto d’una retta, ò sufficiente che la retta s’appoggi 
a tre lince direttrici (A), (B), (C); in fatti perchè la retta (r) 
s’appoggi sulla linea (A) è d’uopo che le due equazioni di que- 
sta linea ò le (r) abbiano simultaneamente luogo fra lo tre va- 
riabili x, y, z, il che dà luogo a un’equazione (E,) fra le quat- 
tro indeterminate a, b,p, q. Similmente rispetto alle altre due 
curve (B), (C) avremo altre due equazioni (Ej), (E s ) fra le stesse 
indeterminate. Ora dovendo le tre equazioni (E,), (E,) , (E,) o 
le duo (r) della retta generatrice aver luogo per gli stessi 
valori di a,b,p,q, così, eliminando queste indeterminate fra 
dette cinque equazioni, s’avrà un’equazione s(.r,y,z)-0 ap- 
partenente a una superficie. 

Giova notare che una delle direttrici può ridursi a un pun- 
to; ma allora non occorrerà clic un’altra sola direttrice; im- 
perocché le equazioni della retta saranno della forma . 

x— ^o)> y~yo~H x ~*t)> 

lo indeterminate da eliminare saranno soltanto due a e b, e le 
equazioni tra queste indeterminate saranno le due precedenti. 
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c quella che esprime la condizione perchè quella retta s’ap- 
poggi sulla direttrice curvilinea unica. L’esempio del §. Ili 
è una conferma di questa proposizione. 

1 14. Phodlema. — Due ellissi BCB'C', ACA'C' poste in piani 
e- tra loro perpendicolari , anno l’asse 

comune CC' — 2c; F altro asse della pri 
ma è BB'— 2b, e quello della seconda 
è AA’ — 2n. Una terza ellisse di for- 
ma tariabile si muove in guisa che il 
suo centro percorre l’ asse CC' ; il suo 
piano è sempre parallelo al piano degli 
altri due assi AA' , BB'; e s’appoggia alle due ellissi date. Tro- 
vare la superficie cosi generala. 

Prendiamo per assi coordinati OX, OY, OZ rispettivamente 
gli assi AA\ BB', CC' che sono tra loro perpendicolari : così 
le due ellissi date (curve direttrici) anno per rispettive 
equazioni: 



(3) (*=0, 


?_ 4. _ - 1) 

4* + c* ’ 


(y - 0 , 


X 


.1 ,2 

a 1 + c* ~ 1 -‘ 


Consideriamo l'ellisse mobile .curva generatrice) in una 
sua posiziono qualunque , e dinotando con v la distanza del 
suo centro dall’origine, e con t ed u i suoi assi paralleli ri- 
spettivamente ad AA',BB', le sue equazioni , secondo l’enun- 
ziato del problema, saranno: 


l*) 


•T* I/ 1 

J i + H* 


Posto ciò quest’ellisse dovendo in qualunque sua posizione, 
appoggiarsi allo due ellissi direttrici , deve avere de’punti co- 
muni con ciascuna di esse; quelli comuni alla (4) e alla prima 
(3) anno per coordinate x — 0, ij—-j-u, z-v, con la condizione 


( 5 ) 


T* + 


; — 1 . 


Similmente le coordinate de’punti comuni alla stessa (4) o 
alla seconda (3) sono .r — y — 0, z~v, con la condizione: 


( 6 ) 


f 1 r 5 
a} + c 5 


= 1 . 


Per ogni sistema di valori l, «, v che verifica queste condi- 
zioni sostituito nelle 2 si anno le equazioni dell’ellisse gene 
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ratricc in ciascuna sua particolare posizione. Si elio volendo 
il luogo geometrico cercato conviene eliminare /, v, r fra le 
(4), (5) e 6): il che dà per la chiesta equazione: 


(e) 




1. 


115. Posto ciò, per indagare la forma della superficie rap- 
presentata dalla (e), porremo da prima in quell’ equazione, e 
successivamente z-0, y-0, x~0. cosi otteniamo in corrispon 
denza: 


x* ij* 
h — 

a* ^4* 


= 1 , 




di queste equazioni, come vedesi la seconda e terza apparten- 
gono alle due ellissi direttrici, e la prima appartiene alla gene- 
ratrice, quando il suo piano coincido col piano XY. A due a 
due queste tre ellissi anno di comune un asso il quale si chia- 
ma asse della superficie; esso son dette sezioni prin- 
cipali, e i piani in cui stanno sono diametrali principali con- 
iugati (§. 10G). 

Dopo ciò tagliamo la superficie con piani paralleli al coor- 
dinato YZ, ponendo nello (e) x~a , c la projezione di questa 
sezione avrà per equazione 


(?) 


11* s* _ i a* 
ì* + c 1 a}' 


Quest’ equazione rappresenta pure la sezione nello spazio, perchè 
il piano segante ò parallelo a quello di projezione Y r Z ; onde 
ogni seziono parallela alla principale (4c) è un’ ellisse simile 
a questa (§. 335, p. p.) Inoltre rappresenta un’ellisse di semias- 

J) £ 

si — v/a* -a s secondo OY , e — \ a* a- secondo OZ, c il rap- 
ii a 

porto di questi semiassi è costantemente = 4 : c , qualunque sia 
a, come doveva essere. La massima di questo ellissi si à per 
a = 0, ed è l'ellisse principale nel piano Y’Z; e la minima el- 
lisse è quella che si à per a =±a, cioè quando i piani seganti 
passano pei vertici A c A': questa minima ellisse è propria- 
mente uno qualunque di questi vertici; imperocché per a=±<z 
la (7) diviene c I y 2 +4 1 z*=0 , e non può esser altrimcnte verifi- 
cata che per y — s— 0 ; or queste equazioni dinotano l’asse X'X, 
le cui intersezioni coi piani x = ±a sono appunto i vertici A, A'. 
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Oltre questi vertici non vi è più superficie, perchè per valori 
(li a. > a la (7) ò una curva immaginaria. Analoghi ragiona- 
menti si posson fare rispetto alle serie de’ piani paralleli al coor- 
dinato XZ, o YZ. 

In generale ponendo z=hx+ktj nella (e) si à per risultamcuto: 


/I h*\ , /I l;*\ , hk . n 

W ' ev '' + (i* + e 1 ) V +2 c' Xy 1-0 ’ 


che rappresenta un’ellisse (§. 159, p. p.) , qualunque sicno i 
valori di h, li, i. Quest’equazione propriamente è quella della 
projezione sul piano XY dell’intersezione del piano [hi) con la 
superficie (e). Ma applicando a quest’equazione le forinole di 
trasformazione (1) e (2) della nota a pag. 227 si trova per ef- 
fettiva seziono un’ellisse. 


Pertanto la superficie in questione è chiusa c rientrante in 
s è stessa, come l’accenna la figura: essa si chiama ellissoide. 

116. Da quanto è detto ben si scorge clic l’ellissoide può 
considerarsi come una superficie generata da un’ellisse varia- 
bile di forma e posizione, il cui piano si muove parallelamente 
a sò stesso, il centro scorre sopra una retta perpendicolare al 
piano dell’ellisse, e il rapporto degli assi riinane costante. 

117. Se a-b , la e) diviene: 



quindi seguo che questa ellissoide tagliata da piani paralleli 
al coordinato XY dà circoli. In questo caso lo due direttrici 
sono identiche; c si può supporre la superficie (8) generata da 
una qualunque di queste ellissi ruotante intorno all’ asse OZ, 
perchè un punto qualunque di tal’ ellisse descrive un cerchio 
in un piano perpendicolare all’asse OZ, e il cui centro sta su 
quest’ asse, come appunto avviene per la superficie (8). 

118. Ora ‘tuia superficie generata da una curva che ruota in- 
torno ad un asse si chiama superficie di rotazione; ogni 
sezione perpendicolare all’asse si chiama parallelo; e ogni se- 
zione prodotta da un piano condotto per l’asse si dice meri- 
diana. Il massimo parallelo si chiama equatore, e il minimo 
si chiama cerchio di gola. Nell’ipotesi clic sia a>c , l’el- 
lissoide di rotazione (8) che suole pure chiamarsi sferoide si 
dice schiacciala ; se poi l’asse di ruotazionc c >a, allora la sfe 
roide si dice allungata. 
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119. In fine se a~b=c, la (e) diviene x* 4- y* + z* a i , che 
è l’equazione della sfera di raggio a; e però la sfera è un'el- 
lissoide ad assi eguali. 

120. Dinotando con X, p, v tre angoli tali da soddisfare la 
relazione cos l X fcos*p4-cos*v=l , l’equazione (e) è verificata dalle 
coordinate x=acosX, y=icosp, z=ccosv; e quindi per costruire 
l’ellissoide basta prendere ad arbitrio due di quei tre angoli 
e determinarsi il terzo mercè la precedente relazione tra’coseni, 
e poi calcolare le coordinate x,y , z con le precedenti formole. 

121. Problema. — Sostituendo alle due ellissi direttrici del 
problema precedente due iperbole aventi di comune l’asse imma- 
ginario CC- 2c; e ritenendo il resto di quell’ enunciato ; tro- 
vare' /' equazione del luogo geometrico. 

Prendansi per assi coordinati gli stessi assi A A'-2« , BB'=2i, 



GC —2<; delle date iperbole, le quali per 
ciò avranno per equazioni : 


- 5 =^ 


,9) (x=0,g-jV), (y=0,g 

L’ellisse generatrice avrà come nel 
problema precedente per equazioni : 

dO) £+£ = !, z=v ; 

c i parametri t, u, v saranno tra loro 
connessi mercè le due equazioni: 
t l 


( 11 ) 


i 1 ’ „i ri- 1 ’ 


b * C 1 ' a 1 C 1 

che si ottengono in modo analogo a quello con cui si ricava- 
rono le (5) e (6). Ed eliminando detti parametri fra queste equa- 
zioni (11) e le due precedenti (10) si à per la chiesta equazione: 

!/* 


C.) 


rt +y* ~ = 1 . 

■ b* c* 


Per investigare la forma di questa superficie la tagliere- 
mo con piani paralleli al coordinato XY, ponendo z=y nella 

(i,), il che dà: -^| = 1 + sì che le sezioni prodotte da 

detti piani sono ellissi simili; la minima, detta el 1 i sse d i gola, 
è quella prodotta dallo stesso coordinato XY, pel quale y — 0, e 
gli assi di cotesta ellisse sono 2« = AA\ 2b= BB\ A partire 
da questo piano , sì al di sotto che al di sopra, la sezione va 
Rubini - Geom. Analitica. 30 
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ingrandendo indefinitamente con '( , che può bene avere qua- 
lunque valore da — oo a-f oo, senza cadere nell’ immaginario. 

Tagliando poi la stessa superficie con piani paralleli al coor- 
dinato XZ, o all’altro YZ s’ànno per sezioni iperbole simili 
rispettivamente a quella che è nel piano XZ , o a quella che 
b nel piano YZ. La sezione prodotta dal primo di questi piani 
à per assi A A' reale, e CC' immaginario, e quella prodotta 
dal piano YZ à questo stesso asse immaginario , e per asse 
reale BB'. 

Facendo sulla (i,) la trasformazione indicata dalle forinole (2) 
e (1) della nota a pag. 227 , si trova per equazione della sezione 
prodotta da un piano z—hx + ky, e riferita a due assi rettan- 
golari posti in questo piano : 


/A J A s \ , 1 (li 1 k* , A . Jikf 1 1\ 


'fc* 

essendo ir = 1 -f h' - l - A 2 ; d’onde si vede che la sezione può es- 
sere un’ ellisse o un’ iperbola , secondo che i coefficienti h c k 
rendono il trinomio A l A 1 -j-a*A 1 — 1 negativo o positivo. 

Pertanto la superfìcie in disamina è, come l’accenna la fi- 
gura, composta d’una sola foglia indefinita, in guisa che si 
può sempre passare da un suo punto a un altro senza mai uscire 
dalla superficie: essa per ciò prende nome d’iperboloide a 
una foglia. I vertici A, A', della sua ellisse di gola sono 
pure vertici della superficie ; gli assi AA', BB', CC' sono assi 
della superficie; e le tre iperbole messe ne’tre piani coordinati, 
sono le sezioni principali della superficie. 

122. So a = b, le sezioni parallele al piano XY sono cerchi, 
e perciò, in tal caso, l’iperboloide è di rotazione intorno al- 
l’asse immaginario, c la sua equazione è la seguente: 


( 12 ) 


:r ! -il 


c 1 


: — 1 . 


Quest’iperboloide di rotazione può intendersi generata da 
un’ iperbola che ruota interno al suo asse immaginario. 

123. Se le due iperbolo direttrici si riducono ai loro asin- 
toti, basterà nelle equazioni (9) mutare in 0 il termine noto 1; 
il che condurrà ad un’equazione come la (i,) che avrà per ter- 
mine noto 0 invece di 1, e sarà perciò: 


(13) 


„s -i 

}L + L 

b* T c 1 


■=. 0 
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che è quella d’un cono che à per vertice l’origine 0, e per 
asse OZ (§. 111;. Questo cono si dice asintotico dell’iperbo- 
loide (i , : perché, per avere i punti comuni di queste duo su- 
perficie, basta sottrarre la (13; dalla (i,), il che dà 1=0, cioè 
un piano all infinito; onde le due superficie non possonsi mai 
incontrare. 

124. Problema. — Supposto che le due iperbole direttrici del 
problema precedente abbiano di comune l’asse reale , e rimanendo 
tutte le altre condizioni , trovare l’ equazione della superficie. 

Sia AA' = 2 a il comune asse reale; che si prenda per asse 

dello x; BB'~2b l’asse imma 
ginario d’un’iperbola; CC'=2c 
quello dell’altra, c questi due 
assi sien quelli delle y e delle s. 

In questo caso le duo ge- 
neratrici anno per rispettive 
equazioni : 



(— — 0 , 



(«/— 0 , 



1 ), 


e la generatrice à per equazioni le seguenti : 



quindi operando come ne’due precedenti problemi si giunge 
all’equazione richiesta: 



Da quest’equazione scorgiamo 1° che tutti i piani paralleli al 
coordinato YZ, e compresi fra i duei— — a, x= + a, corrispon- 
denti ai vertici A', A, danno intersezioni immaginarie, e però 
non vi è porzione alcuna della superficie (i,) che sia compresa 
fra detti piani condotti per A' e A; ma per ogn’altro piano 
da x =—oo a x — — a, e da x—a a x= + oo, si à sempre per 
sezione un’ellisse, e tutte queste ellissi sono simili. Le sezioni 
poi fatto con piani paralleli al coordinato XZ, o all’altro XY 
risultano iperbolo simili; quella fatta dallo stesso piano XZ à 


per equazione --j — = 1, e però à per asse reale A A' e per asse 


immaginario CC'; e l’altra prodotta dal piano XY à per equa 
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.T* 7/ z 

zionc = 1 , e però à per asse reale AA', c per asse ini- 


rt yt 

I* b* 

magi nario BB'. Pertanto la superficie in disamina è composta 
da due foglie separate, ciascuna delle quali, partendo da uno 
do’ vertici A o A', s’ estende all’ infinito : questa superficie si 
chiama iperboloide a due foglie. 

125. Essa è di rotazione quando i due semiassi immagina- 
rti d e c sono eguali, e la sua equazione allora è la seguente: 


x* 


= 1 


a* c 1 

l’asse di rotazione è conseguentemente il reale, che qui coin- 
cide con 1’ asse OX. Quest’ iperboloide di rotazione può bene 
intendersi come generata da un’iperbola che ruota intorno al 
suo asse reale. 

126. Sostituendo alle due iperbole i rispettivi asintoti, tro- 
veremo come al §. 123, per equazione della superficie: 

, „ x* y* s* 

Jc) a* — ji ~ c* — ° ’ 

cho rappresenta un cono, che à per vertice l’ origine delle coor- 
dinate ed è asintotico dell’iperboloide (i s ). 

127. È da osservare cho la (i„) cambiando il segno di cia- 
scun termine, e poi scambiando tra loro i due assi delle x c 
delle z, può essere scritta così: 


(i'z) 


11 - - 1 
A* e* 


Sotto questa forma essa non differisce dalla (i,) se non pel se- 
gno del termine noto, per modo che le due iperboloidi avranno 
per comune cono asintotico quello espresso dall’equazione (c). 

128. Giova osservare che le tre specie di superficie a centro 
fin ora studiate, anno un comune carattere di generazione, ed 
è che la generatrice è la stessa in tutto, cioè un’ellisse varia- 
bile di forma e posizione. 

129. Problema. — Una parabola MOM' è fissa nel piano XZ 
e col vertice all’origine. Una seconda pa- 
rabola NON' si muove parallelamente al 
piano YZ, e col suo asse al disopra del 
piano XI* come quello della parabola fis- 
sa ; trovare l’equazione della superficie così 
generata. 

Supporremo gli assi ortogonali, e di* 
noteremo con a il parametro della para- 


«l'T " 

Z 1* / 



\V 




X 
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boia fissa o direttrice; o con b quello della parabola genera- 
trice. Inoltre dinotando con t e v le coordinate del vertice di 
questa seconda parabola in una posizione qualunque, lo equa- 
zioni di queste due parabole saranno : 

(14) (x*=2az, y = 0] ; (x=t, y*=2 »(*-•)), 

Il punto (tu) dovendo appartenere anche alla prima, si à la 
condizione = e quindi eliminando t,v tra questa equa- 
zione e le due della generatrice s’ottiene per la chiesta equazione: 

(p,) bx t +ay*—2abz. 

Da ciò vediamo che le sezioni prodotte dai piani principali XZ, YZ 
sono le due parabole 

(P) x t = 2 a;, (Qj y*=2bz, 

cioè la direttrice, e la generatrice quando passa pel piano YZ. 
Facendo poi y—h, si à b.i* + ak* —2abz , onde le sezioni fatte 
con piani paralleli al principale XZ son tutte parabole dello 
stesso parametro della sezione principale (P), c però sono a que- 
sta eguali , e anno i loro assi paralleli ad OZ. 

Similmente le sezioni parallele al coordinato YZ sono para- 
bole eguali alla (Q', e rivolte nello stesso senso, perchè sono 
le successive posizioni della parabola generatrice. 

Finalmente, siccome ponendo nella (p e ' z-l si à ax*-\-ay*—2abl, 
cho è l’equazione d’un’ ellisse; cosi si conchiude che le sezioni 
prodotte nella (p t ) da piani paralleli al coordinato XY sono el- 
lissi, le quali a partire dall’ origine 0, per cui l è nullo, vanno 
continuamente e indefinitamente allargandosi: in 0 l’ellisse è 
questo stesso punto. Pertanto la superficie in disamina à la 
forma accennata dalla figura, e si chiama paraboloide el- 
littica, di cui 0 è il vertice, e OZ ò l’asse. Il nome dato 
a questa superficie viene dal perchè può considerarsi come ge- 
nerata da un’ellisse, il cui centro scorre sull’ asse OZ, e s’ap- 
poggia sulle due parabole (P) e (Q). 

130. La paraboloide ellittica è di rivoluzione quando a = b; 
la sua equazione è quindi x*+y*=2 az. 

131. Problema. — Supposto che gli assi delle due parabole del 
problema precedente sieno in opposte direzioni, e tutto il rima- 
nente restando lo stesso, trovare l’ equazione della superficie che 
si genera. 

Per risolvere questo problema basta nell’equazione (14) della 
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parabola generatrice mutare b in — b, e quindi fare questo stesso 
cambiamento nella (p,); onde l’equazione cercata sarà: 

(pi) bx 1 —ay' l — 2abz, 

dalla quale si deduce quanto segue: 

1. ° La superficie rappresentata da quest’equazione passa per 
l’origine. 

2. ° Le sezioni principali ne’ piani XZ, YZ sono le due para- 
bole (P) x*=2az, <;Q) (j/*= — 2 bz. 

3. ° La sezione principale nel piano XY è il sistema di due 

rette (R) y Ja =±x v ’ A simme- 
tricamente disposte rispetto agli 
assi XX', YY'. 

4.° Le sezioni prodotte da pia- 
ni paralleli al coordinato XZ 
sono parabole uguali alla (PJ, 



>_X_ c anno i vertici sulla parabola 
(Q); e le sezioni fatte con piani 
paralleli al coordinato YZ sono 
parabole uguali alla (Q), e anno 
i vertici sulla parabola (P). 

5.° Le sezioni fatte da piani 
paralleli al coordinato XY sono 
iperbole col centro sull’asse delle s‘, però quelle al di sopra del 
piano XY anno il loro asse reale parallelo all’asse OX, e quelle 
al di sotto del detto piano anno il loro asse reale parallelo 
all’asse OY. 

6.® Le due rette (R) sono parallelo agli asintoti di ciascuna 
di queste iperbole. 

A questa superficie si è dato il nome di paraboloi de iper- 
bolica, perchè può intendersi generata da un’ipcrbola che si 
muove parallelamente a se stessa, e i cui assi sono le ordi- 
nate di due parabole, che stanno in piani perpendicolari e con 
gli assi rivolti in senso opposto. 
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CAPITOLO VI. 


Idenlilà Ira le superficie di 2.° grado e quelle trovale 
nel Capitolo precederne. 


132. Delle superficie rinvenute trattando i precedenti pro- 
blemi , alcune, come l’ellissoide, l’iperboloide a una o quella 
a due foglie sono dotate d’ un centro unico; e altre come i due 
paraboloidi non ammettono centro, come risulta dalla forma 
stessa delle loro equazioni. Inoltre le prime tre ammettono tre 
piani principali coniugati, corrispondenti per conseguenza a 
tre sistemi di corde coniugati e ortogonali; e le altre due non 
ammettono che due di questi piani. Però per la legittimità di 
questa proposizione bisognerebbe dimostrare che non vi pos- 
sono essere altri sistemi di piani principali, oltre quelli trovati 
risolvendo i problemi. In fino le equazioni di tutte le super- 
ficie trovate, non escluso il cono, non eccedono il 2° grado; anzi 
sono delle forme speciali dell’equazione generale 

(E) Ax'+Btf f Cs*+{2Dffz+Fxs+Fxy)+I^Gx+Jfy+Jz) +K =0 ; 


e noi andremo a mostrare elio quest’equazione non può con- 
tenere altre superficie all’ infuori di quelle trovate, non esclusi 
i cilindri aventi per base una conica; i quali, supposto la base 
nel piano XY, e il lato parallelo all’asse OZ, anno per equa- 


zione 


. y* _ i 

f b* ~ 1 ’ 


o puro y 2 = 2mx, secondo che la base ò una 


conica dotata di centro, o una parabola. 

133. Se la superficie (E) ammette un centro (x 0 i / 0 z 0 ), allora 
ogni corda condotta per questo punto nella superficie deve ri- 
manervi bisegata (§. 105). Sia quindi [Imn) una qualunque 
retta che passa pel punto [x 0 y 0 z 0 ); essa avrà per equazioni: 


n\ T - x o y~v» 

essendo p la distanza dal punto (.r 0 y 0 z 0 ) a un punto qualun- 
que (.ri/j) della retta; laonde, se il punto (njz) sta sulla su- 
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perfide, i valori x, y, z tratti dalle (1) devono soddisfare la (E), e 
però sostituendoli in essasi à la seguente equazione di 2" grado: 

(2) Sfi + 2Tp-\- L — d, ove 

Ì S=AP+Bm^Cn*+2Dmn+2m+2Flm 

2 , —(Ax 0 +I , y tt + F; 0 -r 0)1 ±(F r 0 +By 0 +Dz 0 +If)m 
+[Ex 0 -t- Dy 0 + Cz a + I)n, 
L=Axl~Byl+Czl+2{Dij t z t +Fx 0 z 0 J rl''x 0 y 0 ) 

+2(<?x 0 +//y # +7s 0 )+iT); • 

c perchè (x„y 0 z 0 ) sia centro è necessario c sufficiente che i va- 
lori di p dati dalla (2) sieno eguali e contrarii (§. cit-), per 
qualunque direzione ( Imn ), il che richiede che sia T- 0, qua- 
lunque sieno i valori di /, m, n, onde dev’essere a un tempo: 

\ Ax 0 +Ey a + Ez o + (7 = 0, 

(4) • Bx 0 + By a + Dz a ~ Il —Q , 

Ex a + Dy B + Cz a + / = 0 ; 

queste equazioni, che son quelle di tre piani, serviranno a 
determinare il centro. 

Posto ciò : 1° Se queste equazioni sono essenzialmente di- 
stinti, i tre piani da esse rappresentati s’incontrano in un punto 
unico , e la superficie avrà un sol centro a distanza finita , 
2° Se sono incompatibili, perchè alcune delle incognite .r 0 , y 0 , z„ 
risultano infinite, la superficie sarà sfornita di centro, o se 
voglia dirsi algebricamente avrà il centro all’infinito. 3® Se 
una di quelle equazioni è compresa nelle altre due , allora i 
tre piani rappresentati da quelle equazioni passeranno per una 
retta, intersezione de’ due piani che anno le loro equazioni di- 
stinte; in questo caso la superficie ammetterà un’ infinità di 
centri posti in una retta che può cadere a distanza finita o 
anche infinita, secondo che i piani che la determinano si ta- 
gliano, o sono paralleli. 4® Finalmente se lo (4) non formano 
che una sola equazione distinta i tre piani da esso rappresen- 
tati si confondono in uno, e la superficie avrà un’ infinità di 
centri posti in un piano . 

Nel 3° caso la superficie i un cilindro a base ellittica o iper- 
bolica , se la retta de' centri cade a distanza 
finita ; ed è a base parabolica se detta retta 
cade all’ infinito. Infatti se CC' è la retta 
de’ contri, e per essa conduciamo un piano 
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qualunque, la sezione prodotta nella superficie, che in generale 
è una conica, dovendo avere per centri tutti i punti delle CC' 
non può essere altrimenti che il sistema di due rette AB,A'B' 
parallelo alla CC' (E. G. p. p. , n.° 344). 

In secondo luogo se conduciamo un piano perpendicolare aCC' 
e che la tagli in un punto qualunque F, questo piano taglierà 
la superficie secondo una conica che avrà per centro F, e 
perciò, secondo che CC' cade a distanza finita, o infinita, la 
conica sarà dotata di centro o non no ammetterà. Pertanto la 
superficie in questo caso può intendersi generata da una retta 
che muovesi parallelamente a CC' appoggiandosi sopra una 
conica dotata o no di centro, quindi è un cilindro. 

Nel 4" caso la superficie è il sistema di due piani paralleli 
\C al piano de’centri. Infatti sieno AB , CD 

\ --'■'"'b d uo rette perpendicolari menate in questo 

^ piano: conducendo per AB un piano qua- 

JaT \ lunquu esso per la stessa ragione del 

' D caso precedente dovrà tagliaro la super- 

ficie secondo due rette parallele ad AB. E il piano menato per 
CD perpendicolarmente ad AB taglierà la superficie secondo una 
conica, che dovendo avere per centri i diversi punti della CD 
non può essere altrimente che il sistema di due rette paral- 
lele a CD. Onde in questo caso il cilindro à i lati paralleli ad 
AB, e la direttrice è il sistema di due rette parallele a CD, 
quindi non può essere altrimenti che il sistema di due piani 
paralleli a quello di queste rette AB , CD , cioè al piano de’centri. 

Da quest’analisi risulta già che, escluso il sistema di due 
piani , le superficie di 2° grado sono alcune dotate di centro , 
che può essere unico, o possono essere infiniti posti in un asso 
centrale ; c altre non ammetton centro. 

134. Ma la stessa equazione comprende anche il cono. In- 
fatti se L — 0, allora secondo il significato di L (3) che indica 
il primo membro (E) quando invece di x, y, z si pongono 
x a ,y 0 ,: 0 , questo punto (x 0 y„z 0 ) sta sulla superfìcie: quindi po 
nendo nella (E) x + a: 0 , y + y„, s + z 0 invece di x, y, z, e ritenuto 
nel tempo stesso le (4), si à la seguente trasformata omogenea: 

(C) Ax ì \-By t +Cz*A-2[Dyz'rExz J [-Fxy--0. 

Ora se ( x'y'z ') è un punto qualunque di questa superficie, 
Kubini - Geom. Analitica- 31 
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il quale disti dall’ origine (centro della superficie) per una 
quantità p, la retta condotta per quel punto e per l’origine 
avrà per equazioni : 



onde sarà x = p.r', t/ = pi/', s=ps', e questi valori messi nella (C) 
la verificano indipendentemente da p, essendo cho per ipotesi 
abbiamo Ax'*+ By 1 * + C'z'*+2(Z)y'a'+ Ex' z'+Fx'y'} laonde la 

surriferita retta giace tutta sulla superficie (C); e poiché un 
piano taglia quella superficie secondo una conica, cosi essa può 
intendersi generata da una retta, clic passa costantemente per 
un punto fisso e s’appoggia sopra una curva, o sia quella su- 
perficie è un cono (§. 94). 

135. Ora moltiplicando la prima (4 per ,r 0 , la seconda per y 0 , 
la terza per r 0 , sommando i risultameuti e togliendo la somma 
dell’ espressione di L risulta: 

(5) L = G.t 0 - II y n + /-- 0 + À': 

quindi l’equazione generale (E) rappresenta un cono, se si à 
a un tempo: 

( Ax 0 +Fìj 0 +Ez 0 +G^O, Fx a ~By 0 +Dz t +IT-- 0. 

101 \ Es 0 4 Dy 0 -\- Cz a +I - 0 , Gx 0 IIy 0 /:„ • K =0 , 


ina queste equazioni non possono coesistere se non è 


A F E G 
F B I) II 
E D C I 
G II I K 


= 0; -E. A. n." 732 


onde questa è la condizione perchè l’equazione generale (E) rap 
presenti un cono. 

136. Piani diametrali. — Sia (lue) un punto preso ad ar- 
bitrio, e per esso si conduca una retta (Imn) , la quale avrà 
per equazioni : 


(r) 


x-t y-u z-v 

l 7)1 ~ » ^ ’ 


essendo p la distanza del punto (tue) da un punto qualunque 
(xyz) della stessa retta. Supponiamo che in questo punto la 
retta (r) incontri la superficie; allora le (E) ed (r) devono coe- 
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sistere , e però eliminando le x,y,z otteniamo l’equazione: 
(a) Sp*-r2Tp + £-0, essendo 

{ S =AP+Bm 1 + Cn*+2(Dm* +ffl*+F?m ) , 

(7) j T^{At+FupFcpG;l+{Ft+Bu+Dv+£/)m+{fft+Bu+Cv+I}n, 
I L=Af i +Bu l +Cc i +2{Duv+Elv J rFtu)+2[Gt+IIu+It)-t-£'. 

Le radici dell’equazione (a) sono i due semmenti che deter- 
mina la superficie (E) sulla retta (tali) a partire dal punto {tue); 
o la somma algebrica di queste radici ò la corda intercetta 
nella superficie medesima sulla retta (r). Quindi , se questa 
somma ò nulla, le due radici sono eguali e di segno contra- 
rio, e il punto {tue} è il mezzo di detta corda; e però ponendo 
T= 0, o vero 

{At+Fu+Bv f G)l\-(Ft+Bu j-I)t-hir l ni+{Bt+J)upCv 0 , 
e supponendo che la retta [Imn] si muova parallelamente a sè 
stessa, le quantità l, m , n resteranno costanti, e varieranno 
le t, u,v; si che l’cquazioue precedente essendo di 1° gr. ri- 
spetto a queste variabili appartiene a un (piano, che passa 
pe’punti di mezzo di tutto le corde parallele alla direzione [, Imn ), 
cioè quell’ equazione appartiene al piano diametrale coniu- 
gato di questa direzione ( §. 106). Pertanto mutando le t, u, v 
in x, y, z, il che è sempre lecito, avremo: 

(8j {Ax+Fy+Ezi-G;ì+{Fx~By+Dz-yIT}m+{£x~I)y+Cz+T)n=.0, 


o pure: 


(D) [Al+Fm+Fti)x+(Fl+B»i+l)n}y~{FlpDm-r Cn) i h Gl+ffm+In^O 

e ciascuna di queste equazioni è quella del piano diametrale 
coniugato della direzione (lmn). 

137. Siccome le coordinate x v , y„, i 0 del centro della super- 
ficie, in virtù delle equazioni (4) soddisfanno la (8), qualun- 
que sieno l, m, n, così ogni piano diametrale passa pel centro 
della superficie , e quindi passa pel centro unico, o per la retta 
dei centri. E poiché questa passa all’infinito quando la super- 
ficie non à centro, così i piani diametrali nelle superficie sfor- 
nite' di centro sono tra loro paralleli. 

138. Conducendo pel centro una retta parallela ad (Iran), le 
sue equazioni saranno: 


(d) 


*0 1/ ~ I/o _ -- ~ "o 

l m n 


in questo caso la corda intercetta nella superficie su questa 
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retta ò diametro coniugato del piano diametrale (D) (§. 106); e 
la lunghezza del semidiametro è p. 

Sia («, i/, s t ) un punto pel quale passa questo diametro e sarà: 

,o 1 « l/i— S/o . 

1 - J ' “ — — » ~~T — Z — > 

n —z 0 u s 0 

con questi valori la (8), tenendo presenti le (4), diviene: 

(10) $ (Ax i +Fy l +Es t +G)x^(Fx t +By t +D3 t +ITiy 

( +(&,+i>l/,+Cj: l +/)*+G ! (x,-x c )+ir(j/ 1 -y 0 )+/(z 1 -s 0 ) 

0 rappresenta il piano diametrale coniugato del diametro che 
passa pel punto (x,t/ l s t ). 

139. Se la direzione [Imn) è quella dell’asse OZ, o dell’asse 
OY, o dell’asse OX, si à nel primo caso /=1, »* = «.— 0; nel 
secondo l—n — 0, m — 1; e nel terzo l=m = 0, » = 1 , si chela 
(8) dà ne’ tre rispettivi casi: 

Ax+Fy+Es+G-0 , Fx+By+bz+H- 0, Es+Dy+Cz+I =.0 

per le equazioni de' tre piani diametrali coniugati dell’asse OZ 
la prima , dell’ asse OY la seconda , e dell’asse OX la terza. 

140. Se (Xjav) è la perpendicolare al piano diametrale (D) de- 
v’essere (4,85): 

(11) - l ~ = 

' AlrFm-\-En Fl+Bm+Dti El+Din+Cn 

A+wja+mv _ A+w|x+»v 

[Al \ Fm \ En)lr[Fl v Bu\.+ Drìm+{El\ I)m\Cnn S 

141. Equazione del piano diametrale principale. — Se 
il piano diametrale (D) è principale, la retta (d) dev’essere per- 
pendicolare al piano (D) , onde nelle formolo (11) si dovrà porre 

1 — l, ja. = «t , v—n; e ricordandosi che 

(12) 1*~M»* + »*=1, si à: 

(13 1 m w - 1 

1 ' Alr Fm En " FI \-Bm \ bn Eh- Dm \-Cn S' 

Queste equazioni, non tenendo conto della (12), serviranno a 
determinare la direzione (Imn) d’un sistema di corde il cui 
piano diametrale coniugato è principale; quindi diremo prin- 
cipale la stessa direzione [Imn) determinata dalle (13! c (12). 
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L’equazione del piano diametrale principale coniugato delta 
direzione (lmn), si à dalla (D) combinata con le (13), e risulta: 

(D p ) S{lx+my+nx)+GlrrHm+In=to. 

142. Se SO, questo piano passa all’ infinito , purché non 
sia nel tempo stesso Gl+Hm+In-O , nel qual caso detto piano 
6 indeterminato. Intanto nell’ipotesi S— 0, l’equazione (a) dà 

per p un valore infinito, c l’altro finito e uguale a — ^ vale 

a dire che le corde coniugale principali del piano all’ infinito 
incontrano la superficie in un sol punto. 

143. Direzione d’un sistema di corde principali. — Le 
(13) possono esser messe sotto la forma seguente: 

( [A-S.l + Fin + Fn-0, 

(14, ] Fl+[B-s)m + Dn-0, 

FI 4 - Dm + (C-S)i i=0. 

e perché queste equazioni potessero dare valori determinati per 
i rapporti di due qualunque dello tre quantità l, m, n alla 
terza è d’uopo che il loro determinante sia nullo; il che dà la 
seguente equazione cubica: 



S*-{A iB+C)S l +lAB+AC+BC-D'- F'- F*)S 

- (ABCr2DFF AD 1 -BE'- CF*\- 0, 


che serve a determinare S; indi le (14) daranno i valori dc- 
gl’indieati rapporti; ciò che basta per determinare la corrispon- 
dente retta. Ed è da osservare che per un valore reale di S, 
non si à, in generale, elio un solo sistema di valori anche 
reali pei detti rapporti ; per modo che se si giunge a provare che 
le tre radici della (15) sono sempre reali, si potrà benanche 
conchiudere che ma superficie di 2° gr. ammette , in generale, 
tre sistemi di corde principali. Posto ciò, seguendo Catxhy, 
osserviamo primamente che per S= oc il primo membro della(ló) 
diviene positivo, e per S—~cc il risultamcnto è negativo. Indi 
osserveremo che alla (15) possiamo dare la forma seguente: 

(16) (S-A)l[S-B)lS-C)-I) ì \-F*iS~B)-F i [S-C)-21)FF-0; 

or se poniamo (S- B) {S- C] — D*— 0, quest’equazione ammet- 
terà necessariamente radici reali perché facendo S — + ao , S—B , 
S— C, S— - x , i segni dei risultamenti sono in corrisponden- 
za (- , quindi una radice cade fra infinito e B, e però 
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è >B, l’altra cade tra — C c — co, e perciò è < C. E bisogna 
notare che nell’ordine di sostituzione sopra indicato potevamo 
scambiare B in C e all’opposto, senza che l’ ordinamento dei 
segni venisse mutato; laonde delle due radici dell’equazione 
{S— B)[S— C) — B t =0, una S t è maggiore sia di B o pure di 
C, c l’altra S t è minore sia di C o puro di B. Posto ciò, 
messo nella (16) S= S t , e osservando che [S,—B)(S t — C] = D* , 
avremo per risultamcnto: 

-[E*[S ì -B)+F\S t -q+2DEF\=-[E)Ii^+FjS^C] t , 

quantità essenzialmente negativa. E se invece poniamo S—S t , 
allora, perchè S t è minore di D e di C, il risultameuto sarà 
della forma 

.£’*($, B)rF*{S t -C) -2DEF= \E\ls t -b-FsJs ì -C]\ 

cioè sarà positivo. Pertanto la (16; , e quindi la (15) pe’ valori 
successivi H-oo , S,, S t , — » di S dando risultamenti i cui sogni 
sono ordinatamente à tutte e tre lo radici reali; 
quindi resta provato che in generale, ogni superficie di 2° gra- 
do ammette tre sistemi di corde principali. 

144. Piani principali. — Chiamando S', S" due radici del- 
l’equazione (15), (l'm'n), (l"m"n") le corde principali corrispon- 
denti a queste radici, le equazioni de’corrispondenti piani prin- 
cipali sono (Dp) : 

S' (l x-\-m' !/+»’ z)+ Gl' +Hm' +In' — 0 , 
S'\rx+m"y+ifz)+Gr+H’M"+In'’-0; 

nel tempo stesso, in virtù delle (14), àn luogo le relazioni: 
Al'+Fm'+En'=S'l', Fl'+Bm'+Dn’=S'm’, El'+Bm'+Cn'=S'n'; 
AT'±Fm"+Eii’~S'T, Fl"+Bm"-r Dn"=S”m", El"+ Dm"+Cn"=S"n". 

Posto ciò moltiplicando le prime tre rispettivamente per r',m",n" 
e addizionando; similmente moltiplicando le seconde tre rispet- 
tivamente per f , m', n' e addizionando; c quindi togliendo que- 
sta seconda somma dalla prima otticnsi : 

(17) (S'-S") (/T’-f «tW'-f n'#")=0 ; 

quindi se S 1 , S" non sono eguali, sarà II' + mnt' + nn' — O , il 
che indica che * sistemi di corde principali corrispondenti a 
due radici diverse sono tra loro ortogonali- E però se lo tre ra- 
dici S, S', S" son tutte diverse i tre sistemi di corde prin- 
cipali sono tra loro ortogonali. Se poi S'-S" , allora la (17) è 
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verificata quale che sia il valore di H '-\ il che vuol 
dire che i due sistemi di corde principali corrispondenti a que- 
ste radici posson fare un angolo qualunque tra loro, e siccome 
ciascuno di essi è perpendicolare al terzo, così può dirsi be- 
nanche che in questo caso ti sono infiniti sistemi di corde prin- 
cipali ortogonali con un terzo. Finalmente, se S -- ,S" = S" allora 
ogni sistema di corde parallele è principale. 

D’onde si può conchiuderc che ti sono sempre tre sistemi 
di corde principali , e scambievolmente ortogonali ; imperocché 
quando due radici sono eguali , tra gl’infiniti sistemi di corde 
principali ortogonali a un terzo, si possono scegliere duo che 
sieno ortogonali tra loro; e nel caso che tutte tre le radici sono 
eguali, essendo che qualunque sistema di corde parallele è prin- 
cipale, prese due corde qualunque tra loro perpendicolari , si 
condurrà una terza perpendicolare al piano delle prime due, e 
s’avranno così le tre direzioni ortogonali. 

145. Posto ciò supponiamo la superficie (E' riferita a tre assi 
ortogonali , di cui quello delle z sia parallelo a un sistema di 
corde principali; in tal caso dev’essere l=0,m~0,n--\, e 
quindi le (14) divengono E— 0, E-0, C—8; vale a dire che 
nella (E) devono mancare i termini contenenti i prodotti yz, xz, 
e il coefficiente di z 1 dev’essere una delle radici della cubica 
(15). Supponendo parimente l’asse OY parallelo a un secondo, 
e l’asse OX a un terzo sistema di corde principali, ne risulterà 
che dev’essere anche E—0, c i coefficienti di y* e x 1 saranno 
le altre due radici della (15). Ora, secondo si è dimostrato nel 
paragrafo precedente, vi sono sempre almeno tre sistemi di 
corde principali tra loro scambievolmente ortogonali , quin- 
di se gli assi OX, OY, OZ sono scelti in guisa da essere 
paralleli rispettivamente a quei sistemi di corde, o vi si passa 
con la trasformazione delle coordinate (') l’equazione della su- 
perficie riferita a questi assi deve aver la forma seguente : 

(18) Sx*+S'y*+S"zH2G t x+2If t y+2I t x+K= 0. 

14G. Passiamo ora ad assi paralleli ponendo nella (18) x ~.r v + x' , 
y—llo+y'i e avremo la trasformata: 

(19) Sx ì -rS'g i +S''zH2(Sx t +G,)x+2lS’y t +tì t )yx2(8’z^ I t )z r t=0, 
essendo 

(20) Z-Sxl+Eyl+S''zl+2{G ì x 9 +ir t y 0 +I t : a )+E. 

(’) Vóggansi gli Elementi ili (ìcoin. Analitica, p. 2”, n.° 221 e seg. 
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Ora, se le radici S, S' , S" anno valori diversi da zero si pos- 
sono dalla (9) fare sparire i termini a 1° grado, ponendo: 

(21) Sx e +G^ 0, S'y o {-H,—0, S"z 0 +/ t = 0, 

perchè ne risulteranno valori finiti per .r 0 , ;/„ , : 0 , e la (19', o 
sia la proposta si troverà ridotta alla forma : 

(E,) £r*ftfy*-HSr'z*+Z=0; 

onde in questo caso non avendosi che un solo sistema di va- 
lori per .r 0 , t/ 0 , : 0 , e questo punto (nuova origine) essendo cen- 
tro della superficie (§. 105) ne segue che le (E,) rappresenta 
tutte quelle superficie che ammetton centro, e i tre piani coor- 
dinati sono tre piani principali coniugati (§. 106). 

147. Supponiamo ora che una delle tre radici, poniamo la S", 
sia nulla ; allora la (18) è della forma : 

( 22 ) Sx^S'y'+Z^x+Hfl+Iizj+K 0 , 

si che passando ai nuovi assi paralleli, invece delle (19) c (20 
s’avranno le segueuti equazioni: 

(23) Sx* i-S'y t ^2(Sx o +G t )s+2 [ S’y 0 +U t ) U -{2I t s+L~-0, 

(24) Z=S.vl+S'y t 0 +2(G i x 0 +IT t y 0 +I l z 0 )+K; 

e dovendo determinare lo tre coordinate x„, y„, z 0 si formeranno 
tre equazioni facendo sparire dalla (23) i termini in x c y a 
1° grado, c il termine noto L ponendo cioè: 

/251 I Sx 0 -rG t — 0, S'y o -f//,=0, 

1 ' \ Sai - S'yl b2[G t x 9 +ff t y t +I t z t ) 0 , 

cosi la (23) e quindi la (E) prendo la forma: 

(E*) Sj*+S'i/*+2/,3-0, 

e la nuova origine sarà determinata dallo tre precedenti equa- 
zioni, l’ultima delle quali, paragonata alla (22), mostra che 
questa nuova origine cade sulla superficie. Intanto riducendo 
la terza mercè le due prime, quel sistema diviene: 

(26) Sx a +f?,= 0, S'y o +H,=0, f? 1 x o +£f l! / o +2/ l z # +^0, c dà 

G. //, GIS'+HIS-ASS 1 

(2’) X.-J. J iSS , - , 

d’onde si scorge, che finché /, c diverso da zero, la nuova 
origine sarà geometricamente assegnabile, c sarà il punto d’in- 
tersezione dei tre piani f26). 
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In questo caso il piano diametrale coniugato del sistema di 
corde determinate dalla radice S"=0 passa all’infinito (§. 139); 
e secondo la stessa forma della (E,) i due coordinati XZ, YZ 
sono piani principali, o la sujwrficie è sfornita iti centro. 

Ma se 7,-0, sarà i 0 = * ; allora s’eguaglieranno a zero i soli 
coefficienti di r e di y nella (23), la quale perciò diverrà: 

lEj] Sx*+S'y*+L=0, 

c rappresenterà un cilindro a base ellittica o iperbolica , col 
suo asse parallelo a quello delle : ; il quale asse essendo la 
retta do’ centri à per equazioni le prime duo (26) o (27). Inol- 
tre rimanendo indeterminata la nuova origine può essere 
un punto qualunque di quest’asse. 

148. So sono nulle due radici della (15) e sieno le S', S", 
allora la trasformata (23) sarà invece: 

(28) Sx t -t-2{Sx o +G l }x+2/r t i/i-2/ t s~-£—0, essendo 

(29) L^S.rl+2[G,x u +II l r, o +I l z 0 )+K, 

c si potrà fare sparire il solo termiue in x , ponendo: 

(30) ' ST o +(r,=0, con che si à 

(31) &r*+2//,j/-f2/ 1 z+A'^0; 

or questa trasformata può prendere una forma anche più sem- 
plice lasciando immutato l’asse dello x, c trasformando gli assi 
OY, OZ in un altro sistema OY’, OZ’ anche rettangolari , e 
nello stesso piano dei primi (6,69, p. p.) con che si fa spa- 
rire uno de’ termini in y o in s (la superficie sarà sempre la 
stessa come può verificarsi): supposto che si faccia sparire il 
termine in ;, s’avrà per trasformata della (E) la seguente: 

(E,) Sx'+Py+K-O, 

che rappresenta un cilindro a base parabolica. 

E se 0, allora la ( 23) e quindi la (E) si riduce a 

Sj’+à'-O, e rappresenta due piani reali o immaginarii. 

Nel caso contemplato in questo paragrafo, essendovi duo ra- 
dici nulle, due piani diametrali principali passeranno all’in- 
finito, c la superficie (EJ non ammette che un sol piano dia- 
metrale principale, che è il coordinato XZ, c non à centro. 

149. In conclusione l’equazione generale (E) può ridursi a 
una delle due forme (E,), (Ej), che contengono come casi par- 
ticolari le (Ej), (E,) appartenenti a cilindri. La (E,) contiene 
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le superfìcie a centro unico assegnabile, sinché nessuno de’cocf- 
fìcicuti S, S', S" ò nullo; e come casi particolari contiene i ci 
lindri a base ellittica o iperbolica, o anche il sistema di due 
piani. E la (E,) contiene le superficie che anno un centro a 
distanza infinita, sinchò non è nullo alcuno do’coeflìcieuti S, S'; 
o come casi particolari contiene i cilindri a base parabolica, 
o il sistema di due piani paralleli. 

150. Da ultimo giova notare che le (E,) ed (E*) sono con 
tenute nell’unica equazione 


(E.) Sx ì +S'y t +S"s t +ÌI l z+L=0 ; 


imperocché se 7,=0, la (E 3 ) si riduce alla (E,); e se S"-0,e 
non è nullo /, allora si può rendere L — 0 (§. 144), e la (E a ) 
prende la forma (EJ; laonde resta provato, che qualunque su- 
perficie di 2° grado è compresa in quest’equazione (E 5 ). Inol- 
tre se passando il termine noto I della (E,) nel secondo membro 
risulta positivo, la (E,) rappresenterà l’ellissoide se S,S',S" sono 
positivi; rappresenterà l’ iperboloide a una, o a due foglie se 
uno o due di questi coefficienti sono negativi; perchè col porre 


S— ~ quell’equazione, in questi rispettivi casi 

ar o 1 c‘ 

prende le forme (e, 114), (i,, 121), (i r 125). L’equazione (E,) 
poi è quella delle due paraboloidi p„ 129; pi, 131). 


CAPITOLO VII. 


lidia tangente; piano tangente; piano polare. 


151. Sia P (x t t/, ;,) un punto qualunque dello spazio, pel 
quale si conduca una retta; le equazioni di questa retta sa- 
ranno : 


(r) 


l m n 


essendo, come altrove, l,m,n i coseni degli angoli elio la 
retta fa coi tre assi ortogonali OX, OY, OZ; e p essendo la 
distanza del punto (j,i/,;,) da un punto qualunque (xijs) della 
stessa retta. Sia inoltre: 

(E) Axt+By*+Cz*+2{Dtj:+£x:+-Fxy)+2{Gx+ffy+Iz)+K^0 
l’equazione d’una superficie di 2 n grado. Supponiamo che la 
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retta (r) incontri questa superficie; allora i valori di x,y,z tratti 
dalle (r) e sostituitili nella (E) devono soddisfarla. Fatta que- 
sta sostituzione s’ottiene la seguente equazione di 2° grado: 


(1) Sf+ÌTp + L—0 , essendo (§. 136) 

; S=Al t +Bm*+C' ri i +2J)mn+Etn+ Firn ) ; 

(2)j T={Ax i +Fy i +Ez,+G)l+(Fx t +By t +Dz t +H)m+(Ex t +Dij t +Cz,+l)n; 
{ L=Ax l +By t +Cz t +2{Dy t z l +Ex i z t +Fx t y t )+2(Gx t -\-Hy l +Iz t )+K. 


Le radici della (1) daranno le distanze del punto P dai punti 
M, M' in cui la retta (r) incontra la superficie (E). 

152. Retta tanuente. — Supponiamo ora che il punto (a?,!/,:,) 
stia sulla superficie; allora L- 0, e la (1) riduccsi a Sp , +2Ì'p=Ó. 
Una radice di quest’equazione è nulla perchè il punto P è ora 
coincidente con uno do’ punti M, M', poniamo con M; e l’altra 
T 

radice p — — - è il valore della corda MM', la quale va sera- 

preppiù diminuendo a mano a mano che M' s’ avvicina ad M, 
c finalmente s’annulla quando questi punti coincidono. Nel 
tempo stesso la retta (r) ò segante la superficie finché M' 6 
diverso da M; quando questi punti coincidono prende il nome 
di tangente, ed è propriamente il limite delle posizioni della 
segante MM' all’ avvicinarsi indefinitamente M' ad M. 

Pertanto volendo la condizione perchè la retta (r) tocchi la 
superfìcie nel punto M (x, ;/, z,) convicn porre eguale a zero la 
supcriore espressione di p; o sia, tenendo presente il valore di 
T,. convicn porre: 


(3) (Ae l +f’2/,+E3 l +G)J i (Fx t \ By f : Dz t +H)m+(Ex, | %, 1 C; t ‘, I)n-0. 

153. Piano tangente. — Quest’equazione di condiziono non 
può dare che un solo de’ due rapporti che due delle costanti 
/, m , n anno con la terza, onde dello due projezioni della tangente 
una rimane indeterminata; vale a dire clic presa ad arbitrio 
una projezione, l’altra sarà determinata per mezzo della con- 
diziono (3). Da ciò risulta clic per lo stesso punto M della su- 
perficie si possono condurre infinite tangenti. Volendo l’equa- 
zione del luogo di queste tangenti bisognerà eliminare /, m, ?* 
fra la (3) e le equazioni (r) della retta clic dev’essere tangente. 
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Ciò s’ottiene agevolmente prendendo i valori di l, m, n dallo (r) 

e sostituendoli nella (3), il che, soppresso il fattore - , dà : 

? 

( T) (AxrfFy t +Es t +G) (*-*,)+ (Fx t +By t +Dz t +H) (, y-y,) 

+(E.r t +l)y t 4 ( 1 - 5 , )^0. 

Quest’equazione è quella d’un piano che si dice tangente 
la superficie nel punto (j?, r/, s,). Essa, eseguendo le moltiplica- 
zioni per -x,, — y,, — 3 „ e osservando che AxS+Byf-^Czf+cc.-O , 
può scriversi cosi: 

(T') A.x+K.y+^z+U^O, 

avendo messo, per semplicità di scrittura : 

j Ax,+Fy,+Ez,+G= X,, Fx,+By,+Dz l +H=Y , , 

( , 1 E.r t +Dy t -\-Cz t -+ 1 -Z x , Gx,+Hy t +Iz t +K=-L\ ; 

e facciamo notare che i polinomii .V,, Y t , Z t si ànno derivando 
il primo membro della ;E) considerato una volta come funzione 
della sola x; un’altra come funzione della sola y; e una terza 
volta come funzione della sola z (C. A. n.° 114); c quindi po- 
nendovi x=x,, y—y t , 5=3,. 

154. Per le superficie dotate di centro c comprese nell’e- 
quazione: 


1’oquazione del piano tangente , secondo la formola procedente, 
si trova essere : 


(4) 


'Vr , Vi!/ Zjf 

a* b l c'- 


1 . 


E pc’due paraboloidi, la cui comune equazione ò 
bx t + ay i — = 

1" equazione del piano tangente ò 

(5) ò r,x + ay,y - ab[z + ;,) - 0. 

155. So per una tangente MT nel punto M della superficie 
si conduce un piano, questo taglierà la superficie secondo una 
curva che nello stesso punto M avrà per tangente anch’essa 
la MT; imperocché se questa retta potesse incontrare la curva 


Digitized by Google 



§. 15G. RETTA TANO.; PIANO TANO., - PIANO POLARE §. 15G. 253 

iu un punto comunque prossimo sul M , in quello stesso punto 
incontrerebbe la superficie, o non sarebbe più tangente. 

Ora siccome il piano tangente una superficie contiene tutte 
le tangenti condotto a questa superficie pel punto di contatto; 
e poiché due rette concorrenti bastano per determinare la po- 
sizione d’un piano, così volendo per un punto M d’ una super- 
ficie condurle il piano tangente, basterà menare per quel punto 
due tangenti la superfìcie, v vero le tangenti a due sezioni che 
glassano per quel punto, e il piano di queste tangenti sarà il 
cercato. 

15G. Se pel punto M passa una retta che giace per intero 
sulla superficie, allora quella retta sarà tangente di sò stessa, 
e basterà tracciare sulla superficie un’altra sezione qualun- 
que che passi per M, e menarle la tangente. Questo caso à 
luogo nelle superficie rigate (§. 112!. In queste specie di su- 
perficie il piano tangente in un punto é tangente in ogn’ altro 
punto della generatrice rettilinea, che passa pel primo. Dimo- 
streremo questa proposizione pe’ coni e cilindri; e però sia M 
un punto d’una superficie conica (o cilindrica) , c si meni per 
questo punto la corrispondente genera- 
trice rettilinea VM, e la direttrice AMN, 
la cui tangente sia MT: il piano tan- 
gente in SI conterrà le due rette VM,MT. 
Sia inoltro A'M'N' una sezione qualun- 
que parallela alla AMN ; il piano tan- 
gente in SI' conterrà benanche YM e la 
tangente SI'T' alla curva A'M'N'. Per YSI 
si faccia passare un piano VMN il qualo 
tagli la superficie secondo un altro lato 
VN, e i piani AMN, A'M'N' secondo duo 
rette parallele MN,M'N'. Ora se il piano VSIN si fa ruotaro 
intorno al lato VM, in modo che il punto N s’accosti indefi- 
nitamente al punto M, anche N' s’accosterà indefinitamente 
ad M', e le rette MN, M'N' continueranno a staro nello stesso 
piano; e quando finalmente N viene a coincidere con M, e nello 
stesso tempo N' con M', le seganti MN, M'N' prcndon lo po- 
sizioni dolio tangenti MT, M'T', le quali saranno perciò an- 
ch’esse nello stesso piano rotante, che in questa posizione di- 
viene tangente in M ed M', perchè in ciascuno di questi punti 
contiene le tangenti a due linee per esso condotte sulla superficie. 
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157. Nelle superficie di rotazione il piano tangente è perpen- 
dicolare al meridiano che passa pel punto di 
contatto. In fatti se M è il punto di contatto, 
basterà por assegnare il piano tangente, con- 
durre pur M lo tangenti MT, MT' al meridiano 
e al parallelo, che passano per quel punto; ma 
la tangente MT', essendo perpendicolare al rag 
gio CM, che sta nel meridiano AMB , o tro- 
vandosi nel parallelo I)M E , che ò perpendico- 
lare al meridiano, è pur essa perpendicolare a 

questo piano; onde il piano tangente TMT' ò perpendicolare 
al meridiano AMB, che passa pel punto di contatto. 

158. Se il piano tangente deve passare per un dato punto 
j x' y'z'} questo deve verificare la (T'j, sì che avremo la condizione: 

(6) X t x'+ Y t y'-\ Z,z' + U,^0; 

e le coordinate .r, , y,, s, del punto di contatto contenute nei 
coefficienti X , , Y t , Z, , U, saranno ora incognite ; ma nel 
tempo stesso, dovendo questo punto stare sulla superficie (E) 
devesi avere: 

(7) Ax]+By)+Cs] f fj-.r.+Fx,!/,) f2(G.r, +//|/,+ /:,)+A-0. 

Queste due equazioni serviranno a dare le coordinate x, , >/,, 
dell’ignoto punto di contatto; c poiché questo incognite sono 
tre, i loro valori restano indeterminati, onde si conchiude che 
per uno stesso punto dato fuori d’una superficie di 2° grado , 
si possono condurre a questa superficie infiniti piani tangenti. 

Tutti questi piani formano un cono, che à per vertice il 
punto dato (x'i/'z'), e che si dice circoscritto alla super- 
ficie; esso à di comune con questa superficie tutti i punti di 
contatto de’ nominati piani tangenti , i quali punti si anno 
dalla risoluzione delle dette equazioni (6) e (7). 

Ora osserviamo che per avere i detti punti di contatto , si 
possono costruire i luoghi geometrici (6) c (7), il secondo dei 
quali è la stessa superficie (E) e l’altro è un piano. Da ciò 
concludiamo che la 1 i nea de’contatti d’ un cono circoscritto 
a una superficie di 2" grado è piana. 

159. Normale. — Una retta perpendicolare al piano tangente 
una superficie, e condotta pel punto di contatto si dice nor- 
male della superficie. D’ordinario però con questo nome si 
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suole intendere la porzione di questa perpendicolare indefinita, 
compresa tra il punto di contatto e uno de’ piani coordinati. 
Talvolta ancora per più chiarezza questa porzione si chiama 
lunghezza della normale. 

Posto ciò, sia (.T,y,z,) un punto della superficie (E), il suo 
piano tangente in questo punto avrà per equazione la (T') e 
perciò la perpendicolare a questo piano, condotta per quel punto 
avrà per equazioni (3,84) : 


(N') 


x-T t _ y - y, _z-z, 

x, - r t z, 


Questa normale incontra il piano XY nel punto 

X \Z\~ *1-^1 V\%i~ “i^ i 

Y t ’ J Zy ’ 

onde la lunghezza della normale rispetto a questo piano 
sarà (19,72): 


( 8 ) 


.V, 


Z ì \l A] -hi \ -r /j\ 


,J if, 


Nel tempo stesso dinotando con X, ja, v i coseni degli an- 
goli che la normale fa coi tre assi, si à (14,5 


x, 




y, 


(9) 


y/X]+r\ + Z\ <j[X\+Y',+Z\ 


pe 


• JX\ + Y\ + Z\ 

160. Nelle superficie di rotazione la normale MQ in un punto 
M cade nel meridiano che passa per questo 
punto, e quindi incontra l’asse in un punto 
Q: onde se facciasi ruotare quel meridiano 
AMB intorno all’asse AB, il punto M descri- 
verà il parallelo, che passa per questo punto, 
e la retta MQ, continuando ad essere normale 
ne’ diversi puuti dol detto parallelo, descrive 
la superficie convessa d’ un cono retto, che à 
per vertice Q e per base quel parallelo. 

161. Piano polare. — Siccome una retta qualunque condotta 
1 punto Pfx,;/,?,) incontra la superficie (Ii) in due punti 
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M, M\ si può dimandare il luogo de’ punti Q coniugati armo- 
nici di P rispetto a M, M' ; questo luogo come andremo a ve- 
dere è un piano, che si dice piano polare della superficie 
e il punto P s’addimanda polo. 

Siono t, u, v le coordinate di Q, c p la sua distanza da P. 
E poiché t, u, v devono soddisfare le (r) avremo: 

t — x t u — y, v — r, 
l m n '' 


Indi, essendo PM-p\ PM' = p", PQ— p,, i quattro punti 
1‘, Q, M, M' saranno armonici se si à la nota relazione: 


( 10 ) 


1 1 1 

p' p" Pi 


Ora f', p" sono le radici della (1) <S’p*+ T’p-f Z— 0; quindi 
11 T 

-, + - ,• = - 2 -f , e la (10) diviene: Tp, + Z=:0. Rimettendo per 
p p L 

T «1 L i loro valori (2), osservando che lf-t-x a , mo=u-y a , 
»p=»-; 0 , riducendo c mutando t,u,v in .r, ij, z si à l’equa- 
zione : 


(P) X,x r Y t y + Z,z + U, - 0 , 

in cui X,, Y t , Z |, U, sono gli stessi polinomii (A, 153). Ora 
l’equazione (P) è quella d’un piano, come si era asserito. 

162. Quest’ equazione è della stessa forma della (T'J del pia- 
no tangente; perù in quella (a;,!/,:,) ò punto della superficie, 
e nella (P) questo punto in generalo uon è nella superficie. E 
siccome quando vi sta, il piano polare (P) divieno tangente in 
detto punto, così si dice che il piatto tangente è polare del 
punto di contatto. 

163. Il piano polare del punto (x,y,z I ) è parallelo al diame- 
trale coniugato del diametro che passa per detto punto. • 

Infatti l’equazione di detto piano diametrale è la (10,138) 
che può scriversi così: 


X,x-f- Y,y+Z,z i-G{x,-x o } 'rJI[y t -y o )+I[z,~z 9 ) = 0, 
e questo piano è parallelo al polare (Pt. 
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CAPITOLO vili. 

Proprietà rclalive ai diametri della superficie dolale di centro. 

164. L'equazione di queste superficie riferita agli assi, come 
sappiamo, è la seguente: 

/i \ a -1 V* s* 

fi) — -f 2- -| — — i • 

a 2 b 2 c*~ ’ 

si à particolarmente 1 ellissoide, se i coefficienti de' tre qua- 
drati delle coordinate x,y,z sono positivi; si à l’iperboloide 
a una foglia, se un solo di quei coefficienti è negativo; e fi- 
nalmente si à 1 iperboloide a due foglie, se uno solo di detti 
coefficienti è positivo. Noi supporremo nella (1) i coefficienti 
tutti positivi , vale a dire supporremo che si tratti d’un’ellis- 
soide; allora, volendo applicare i risultamenti , ai quali per- 
verremo, all’iperboloide a una foglia, basterà nelle formole che 
s’ottengono cambiare e 1 in - e*; e per applicarli all’iperboloide 
a due foglie si dovrà cambiare in dette formole , a un tempo, 
b 2 in — b 2 e c 1 in — c*. 

165. Posto ciò, sia a un semidiametro della superficie: di- 
notila, Yi) la sua direzione, e sieno x,y,s le coordinate 
d’un suo estremo, sarà: 

(2) x=a t a', y = , 

e poiché (xyz) è punto della superficie, queste coordinate de- 
vono verificare la (1), si che sostituendo avremo: 

( 3 ) 4=4;+£+ii. 

a 1 a 1 b- c 2 

Dinotando parimente con b' e e' due altri semidiametri , e 
con (a* P* T») , (®s Pj 1») le rispettive direzioni, avremo: 

1 a 2 3* y* 1 a 2 3 2 v 2 

14) _L — “? + i * + li 4 . r * j. Il 

[ ' b '* a 2 b 2 c*’ c' 2 ~ a 2 b 2 e 2 ' 

Supponendo che a', b', c' formino un sistema di semidiame 
tri tra loro perpendicolari, dev’essere: 

«?+«Ì + «i=K+Pi+K=Tfì+TÌ+T!=i. 
e però addizionando le (3) e (4), e tenendo presenti coteste re- 
lazioni , ne risulta : 

... • 111111 

(5 ' a 12 + b 2 + c' 2 ~ a 1 + b 2 T c 2 5 

ma il secondo membro di quest’uguaglianza è costante, quindi 
Kibini — Geom. Analitica. 33 
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in ogni superficie di 2° gr. dotata di centro la somma de’ qua- 
drati degli inversi di tre semidiametri ortogonali è costante. 

166. Se (x'i i'z'} è un punto della superficie (1), l’equazione 
del piauo diametrale, coniugato del semidiametro a' che passa 
per quel punto, è la seguente (10,138): 


( 6 ) 


XX 




■«+£=0. 

A 1 c 1 


Inoltre essendo, come sopra, la direzione di a' avran luogo 

le relazioni (2) rispetto ad x', y' , z', e quindi la (6) diviene: 

a sE 4_ b y i Tir 

a* A* r c* 


P) 


■ = 0 . 


Sia ora ; xyz ) un punto di questo piano, pel quale punto passi 
un semidiametro A'; questo sarà coniugato di a'; e se (2 2 ?i7i) 
è la direzione di A' sarà x — xf/, y—^ t b', z=y,A'; queste coor- 
dinate devono soddisfare la (7), e perciò sostituendo s’avrà: 

(8) I -J’-O. 

a* A 1 e 1 

Questa relazione fra le direzioni di due diametri coniugati non 
è alterata ponendo ha*, hi*, kc 1 in luogo di a ! , A ! ,c ! ; laonde 
i due diametri coniugati 2a', 2A' della superficie (1) sono be- 

X* 1/ 1 z* 

nanche diametri coniugati della superficie ~ + + — ; = k* si- 

1 a 1 o* c* 


inile alla (1). 

167. Sieno ora [xyz] un punto della superficie; a' il semidia- 
metro che passa per questo punto; [a, y,) la direzione di que- 

sto diametro; e (X, p., v,) quella della retta che serve a deter- 
minare il punto (xyz), corno fu spiegato al §. 120, vale a dire 
ponendo xrzX,a, y = g,A, s=v,c: diremo tale retta cor ri spon- 
deo te del semidiametro a', e avremo: 

(9) x — a,a'=X,a, y = {},«'= |t,A, z= 7 ,a'=v,c. 

Sia parimente A' un diametro coniugato di a', il cui estre- 
mo sia il punto ( ody'z'), e abbia la direzione (a, inoltre 
sia (Xj^v,) la direzione della retta corrispondente a quel dia- 
metro A'; avremo similmente: 

(10) x’-r-a ì b'-\ t a, y'=p i A'=]Ji t A, z'^^b'- v,c, 
e mercè queste relazioni (9) e (10) la (8) diviene: 

(11) X,X,-f p.,u.j -+- v t v # =0, 

laonde le due rette corrispondenti a due diametri coniugati sono 
tra loro perpendicolari. 
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168. Pertanto, dinotando con (X 8 jitj v 3 ) la direziono della retta 
corrispondente a un terzo semidiametro c' coniugato di ciascuno 
de’due precedenti, di direzione e il. cui estremo sia 

[x"y"z"), avremo primamente: 

(12) x"-a ì c'~’k s a, = ì"=YjC'=v 3 c, 

e quindi le relazioni seguenti: 

(13) X*+|a;+v*=1, X*+ia’+v*= 1, X*+[iJ+v*=l, 

(14j X*+X*+X*=l, ^ +^5+^=1 , v;+vj+vj=l, 

(15) X l X t +|A l p 1 +v l v,=0, X^j+jA.gj+VjVj^O, XjX 3 -fm;i 3 +Vs=0, 

(16) X,[A 1 -fX 1 ' 1 A 1 + X 3 g 3 — 0, X,v,+ XjVj+X 3 v 3 ^0, 1 a i v 1 +1a,v 3 +:j 1 v 3 =0, 

( (Xi! A j^l*i , i) , +(X,p. 3 — 1*. 1 X j ) 1 +(X 1 il 3 — ;ijX 3 )*=l , 

(17) J 

f ec. cc. ec. 

In virtù delle relazioni (13) e (15) si à pure : 


( 18 ) SiX.gjVj^l; 

imperocché quadrando questo determinante, e riducendo mercè 
le (13) e (15), si à per risultamento 1. 

169. Quadrando i secondi e terzi membri delle (9), somman- 
do i risultamcnti; operando similmente su i secondi e terzi 
membri (10i e (12), o in tutti tre i casi tenendo presenti le 
(13) risultano le seguenti forinole: 

(19) a'^XI+AVi+cM, ^«‘XJ+JVS+e’vJ, e'^XJ+jy.+cV,, 


le quali addizionate, e tenendo presenti le (14) dànno: 

(20) a , *+i’ J + c'* = « ! +J l + c*, 

e però la somma de’ quadrati di tre semidiametri coniugati è 
costante. 

170. L’equazione del piano tangente nel punto (x'y'z'j della 
superficie (1) come sappiamo è la seguente (§. 154) : 


x'x y'y z'z . 


or se (X, ja, v,) è la direziono della retta corrispondente al se- 
midiametro che passa per (x'y'z') si à, secondo le (9), x'— X,a, 
ì i'—y. ì b,z'—'t x c, e con questi valori la (21) diviene: 

(22) 4- P ,v i v> - - 1 

aie 


Similmente le equazioni de’ piani tangenti in due altri punti 
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(x"y"z"), (x"'y'"z"), ai quali corrispondono le rette (X t gjVj) , 
(Xg P 3 V 5 ) , Bono : 

( 23] V + M + V = I, tó + M + SÉ.l. 

1 ' a b c abc 


Posto ciò, supponiamo che (x't/'z'), (x"y"z"}, (x"'y"'z'") sieno 
gli estremi rispettivi di tre semidiametri coniugati a',b',c', 
allora tra le X , g, v avran luogo le relazioni del §. 168, e quindi 
quadrando le (22) e (23), addizionando i risultamenti e tenendo 
presenti le (14) e (16), otteniamo dopo facili riduzioni: 


( 24 ) 


a:* v* 


«* ' i* 



Quest’equazione indipendente dalle X, ji, v appartiene al luogo 
de’ punti d’ intersezione di ciascuna terna di piani tangenti con- 
dotti per gli estremi di ciascuna terna di diametri coniugati; 
e, come vedesi, essa è una superficie simile alla data. 

171. Ritenendo le stesse denominazioni precedenti, chiamia- 
mo V il volume del parallelepipedo, che à per spigoli i tre 
semidiametri coniugati a',b',c', i cui rispettivi estremi sono 
[x'y'z'),[x"y"z"), {sd"y"'z"'), o sarà (22,76): V=Z±x'y"z'"; in- 
di, rimettendo per x, y, z le loro espressioni in funzione de’ co- 
seni X,g,v secondo le formole (9), (10) e (12), e tenendo pre- 
sente la (18), ne risulta V=abc; laonde il volume del paralle- 
lepipedo, che àper spigoli tre semidiametri coniugati, è costante. 

172. Se a', b' sone i semiassi d’una sezione centrale, ep è 
la perpendicolare condotta dal centro sul piano tangente pa- 
rallelo a quello di detta sezione, è chiaro che il volume del 
parallelepipedo ( a'b'c ') sarà dinotato da a'b'p , onde avremo: 

(25) a'b'p — abc. 

E se ang [c',p] = 6 , sarà p=e’cosO, onde avremo benanche: 

(26) a'b'c' cosO = abc. 

173. Dinotiamo con P, G, H le tre facce adiacenti a'V, a'c', Ve', 
e projettando ciascuna faccia su i tre piani eòordinati XY , 
XZ, YZ, avremo: 

x* y' , x* z r 

X " y" ~ I = X " — HG (^| V J ~ V l*i)‘ 

v' z' 

F - l= y"s" 

G x , — ab tX|jj. 3 — |A t Xjl , G\i —ac (X,Vj - v,Xj), G ,, — bc (g|V 3 — 

Hit— ab (Xjgj- gjXg), //,, —ac (AjV s VjXj), H,t —bc Vjgjl; 
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quadrando tutte queste uguaglianze, addizionando i risulta- 
menti, tenendo presenti le formolo (17', e ricordandosi (23,106) 
che F\, + F*„ + F : n = F ‘ , G\ + ec. = G\ +eC.=J?*, tro- 
veremo : F t +G t -\-JP=à t ti*+d , c t +b ì c*; laonde la somma de’ qua- 
drati delle facce adiacenti del ■parallelepipedo costruito su tre 
semidiametri coniugati i costante. 

174. Sia (qrs) la direziono d’ una retta a, sulla quale si pro- 
jettino i tre semidiametri coniugati a', b\ c avremo [a, 52) 
a' a -x'q+y'r+z's , c rimettendo per x', y', z' le loro espressioni 
in funzione di X,, jjl,, v,, sarà: 

a' tì =a\ i q + by. l r+C') t s , e similmente 
b'„- al t q -f ijXjr + rJji, c’„ - a\q + ig,r + cv 3 i ; 
quadrando queste formolo, addizionando i risultamonti , e te- 
nendo presenti le (14) c (16), troveremo: 

a'\ + b'\ + c'\ = ay -r b*r* + cV , 
laonde la somma de’ quadrati delle proiezioni di tre semidia- 
metri coniugati qualunque sopra una stessa retta è costante. 

CAPITOLO IX. 


Delle sezioni rettilinee , e circolari delle superficie 
di secondo grado. 

175. Sezioni rettilinee. — Poiché le due iperboloidi s’ e- 
stendono indefinitamente, si può, in generale, cercare se tra 
le superficie di 2° gr. ve no sicn di quelle sullo quali possa 
adagiarsi in tutta la sua estensione una retta. Consideriamo 
per ora quelle dotate di centro, comprese nell’equazione 


( 1 ) 


x* v 

3+^ + 


-2 

“r 


i, 


a‘ b 2 c* 

riferita agli asBi; e poniamo, se è possibile, che la retta 
(2) y—mx+p, : — nx q 

possa adagiarsi sulla superficie (1); allora, eliminando dalla 
(1) y e z per mezzo delle (2) l’equazione risultante in x, cioè: 

\a* f b 2 T c*/ t c*) 1 4* + c* -1 ’ 

dcvesi verificare per qualunque valore di x, il che richiede 
che s’abbiano le relazioni seguenti: 

1 . *** , ** _ n rnp nq p* , q* _ 




i 5 
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La prima non può verificarsi finché — 4 - > son tutti posi- 

tivi, il che à luogo per l’ellissoide, e però sull’ellissoide 
non si può mai adagiare una retta, ciò cho è manifesto per 
la forma limitata o chiusa di questa superficie. Supponiamo 
quindi che la superficie sia l’iperboloide a una foglia, per 


la quale è negativo : le precedenti condizioni divengono : 


(3) 


1 hi' 

a i + T' 




mp nq 


ù* 




b'- 


-C=i. 


Posto ciò, avendosi tre equazioni e quattro quantità da de- 
terminare, una di queste può esser presa ad arbitrio, c sia 
la m ; allora dalla prima (3) si trae: 


(4) 


»=± 


e v'à 2 +«*»i* . 
ab * 


indi, eliminando q dalla seconda e terza (3) , c osservando che per 
i*c 2 

la prima è -c*»»*— — j-, e tenendo presente la (4), s’ottiene: 

(5) p = ± Và* ; 

posto questo valore nella terza (3) , c riduccndo con la (4) si à: 



Sostituiti questi valori (4) , (5) e (6) nelle (2) si ànno le rette 

, .-ri — i— i , am \ 

(7) y=mx± V 4 +«»»*» 2=± ( ^ x+ ~b ) ’ 

le quali sono reali finche b 1 è positivo, cioè nel caso supposto 
dell’iperboloide a una foglia; ma sono immaginarie per quello 
a due foglie, poiché per passare dalla prima alla seconda su- 
perficie devesi mutare i* in— 6*, e quindi b in b >J - 1 ; ondo 
sulla superficie dell’ iperboloide a due foglie non si può adagiare 
alcuna retta ; e però delle tre superficie dotate di centro la sola 
che gode di questa proprietà è l’iperboloide a una foglia. 

176. Per ogni valore di m s’ànno in corrispondenza due rette, 
le quali sul piano XY, su cui sta l’ellisse di gola, si trovano 
projettate entrambe sull’ una o sull’altra delle parallele 

;8) y—mx^-yl^+a^ni*, (0) ;/— »».r— 
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e sul piano XZ sono projcttatc rispettivamente sulle rette 
(10) abz=C\Jl?-rà t m t x+a t m , (11) alz = — Csjb ì ra-m-x a 1 »»; 
o sulle due 

(10'j aiz=—e-Jb 1 +à l m t i-f a'-m , (11') abz-csb'ra 1 ™} x-a}m. 

■T* v* 

Ora la retta (8) è tangente l’ellisse di gola ^-+ ^ — 1 ; in fatti 

perchè una retta y=mx+p sia tangente quest’ellisse, dev’es- 
sere a t m*p t ={p t — i*) (i’+ff 1 #» 1 ), e quest’eguaglianza è verifi- 
cata dalla retta (8), per la quale p* = b* + a ì m ì . Similmente la 
retta (9) è tangente la stessa ellisse di gola; onde le rette che 
s’ adagiano sull’ iperboloide trovatisi progettate nel piano dell’el- 
lisse di gola sulle tangenti di quest’ ellisse. 

E si può dimostrare parimente che ciascuna dello rette (10) 
c (11) è tangente l’iperbola principale sul piano XZ. 

177. Pertanto, siccome le rette (9,10') e (9,11') sono le rette 
(8,10), (8,11) quando la tangente (8) passa alla posizione pa- 
rallela (9), così V iperboloide a una foglia si può tenere come 
il luogo di uno qualunque dei due sistemi di rette, cioè o da 
quello rappresentato dal complesso delle due equazioni «(10', 
o dall’altro rappresentato dal complesso delle due equazioni (9) e 
(11)-, supporto in ambi i casi il parametro m arbitrario. Quan- 
do m — 0, si ànno le due rette (y=b, z=± ’g" 2 / ’ c ^° 8ono P a ' 

rallele agli asintoti dell’iperbola principale sul piano XZ. 

178. Alla stessa conclusione si perviene altrimenti, osservando 
clic l’equazione dell’iperboloide in discorso può prender la forma 


ed è verificata sia dal primo che dal secondo de’due sistemi: 


( 12 ) 

(13) 





essendo k,k’ due costanti arbitrarie. Ora ciascuno di cotesti 
sistemi rappresenta una retta; e ben si vede che le rette, che 
si ànno dallo (12) per tutti i possibili valori di k, son diverse 
«la quelle che danno le (13) per tutti i possibili valori di l’. 

179. Le rette de’ due sistemi sono rispettivamente parallele 
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ai lati del cono asintotico; imperocché l’equazione di questo 
c* y* -* 

** ^ b 1 

dalle equazioni: 


Su v* — 

cono è -=+4; — ^=0, e due suoi lati qualunque sou dati 
a 1 b- c ! 


y=mx, 


c \/é*+a*« t* 
ab 


ora queste due rette per un dato valore di m sono parallele 
alle due rette indicate nel §. 177. 

180. Da ciò segue che tre rette prese comunque ne’ due si- 
stemi non sono mai in uno stesso piano; altrimente il cono asin- 
totico avrebbe tre lati esistenti in uno stesso piano, e ciò non 
è, essendo il cono di 2° grado. 

181. Siccome la trasformazione delle coordinate non altera 
l’equazione delle superficie, cosi eseguendo questa trasforma- 
zione i membri delle (12) e (13) divengono, in generale, delle 
funzioni lineari della forma lx + my-\-ns-rp—0; si che dino- 
tando con a, (5, f, 6 quattro polinomii di questa forma, l’equa- 
zione dell’ iperboloide a una foglia può rappresentarsi così: 

(14) a?=v5, 

e le rette de’ due sistemi son date dalle equazioni: 

(15) (« = /*7, *P = 8)j (16) (a=fc'5, fc'Ji=Y). 

182. Una retta qualunque d’un sistema incontra tutte quelle 
dell’ altro. In fatti la retta (15) e la (16) stanno nello stesso 
piano a — fc(+kk'$ —k ' 6 = 0; imperocché questa equazione è ve- 
rificata sia ponendo a.=kf, k^—S, sia ponendo a=fc'3, 
quindi ritenendo per k uno stesso valore qualunque, e dando 
a k' tutti i valori possibili , la retta corrispondente a quel va- 
lore di k e una qualunque del sistema (k ') staranno in un piano, 
cioè s’incontreranno. 

183. Due rette d’uno stesso sistema non sono mai in un pia- 
no. In fatti sieno k, , k, due valori di k ; le rette corrispondenti 
saranno (a — k^-O, k,(3 — 3 = 0), (a-fcjf = 0, Aj^-6 = 0); e le 
equazioni dei piani che passano rispettivamente per la prima o 
per la seconda anno le forme : 

a - kjf -f A — 6) = 0 ; a - kjf + A (fc,(3 — 3) = 0 ; 
or queste due equazioni non possono essere identificate sin che 
fc, e k, son diverse, quindi neppure i piani corrispondenti po- 
tranno coincidere in un solo. 
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184. Poiché, secondo si è qui innanzi mostrato, per uno 
stesso punto dell’ iperboloide a una foglia passano duo diverse 
retto esistenti sulla superficie, e poiché una retta é tangente 
di sé stessa, cosi volendo per un punto dell’ iperboloide a una 
foglia condurre il piano tangente , basterà condurre per quel 
punto due rette (r), (r'1 una d’un sistema, l’altra dell’altro, 
e per quelle rette far passare un piano , che sarà il cercato. 
Questo piano, comunque contenga ciascuna delle due rette, 
sarà non pertanto tangente solo nel punto d’ incontro ; impe- 
rocché se prendasi un altro punto sulla retta (r) p. e., e si 
conduca per lo stesso punto la retta (r") dell’altro sistema , 
queste due rette (r), jr"/ determineranno un altro piano tan- 
gente nel loro punto d’incontro, e questo piano sarà diverso 
da quello delle due (r), (r'), perchè (r'j, (r") non sono in uno 
stesso piano (n. n prcc.). 

185. L’ iperboloide a una foglia è una superficie rigata e 
storta (§. 112); imperocché le rette d’uno qualunque de’ due 
sistemi, che stanno su questa superficie, non s’ incontrali punto 
(§. 183 ; per contro ciascuna delle rette (r), (r'), ec. d’un, si- 
stema incontra tutte quelle dell’ altro (§. 182) , onde se tre 
rette del primo sistema si suppongon fisse, le retto (r), (r'), ec. 
dell’altro sono lo successive posizioni elio una qualunque di 
esse, e sia la (ri, prende col muoversi appoggiandosi su quello 
tre rette fisse; ond’c vero che V iperboloide a una foglia è una 
superficie rigata; ed è pure storta, perchè due posizioni succes- 
sive della generatrice non sono in uno stesso piano. 

186. Consideriamo ora le due paraboloidi, e primamente quella 

j* 

iperbolica, la cui equazione è = 2; , e può scriversi cosi: 


(19) 




d’onde si vede che ciascuno de’ sistemi di rette: 



sta sulla superficie della paraboloide iperbolica, la quale per- 
ciò può tenersi come generata dal moto d’una retta, cioè come 
Hubini - Gqom. Analitica. 34 
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una superficie rigata, al pari dell’ iperboloide a una foglia. Però 
nella paraboloide iperbolica tutte le rette d’ uno stesso sistema 

X 1/ jj | / 

sono parallele sia al piano — =0, sia all’altro -- — ^ =0, 

come lo mostrano le prime equazioni (20) e (21). 

E rispetto alla paraboloide in questione si possono dimostrare 
due teoremi analoghi a quelli de’§§. 182 e 183; ond’è che la 
paraboloide iperbolica è superficie storta. 

187. La paraboloide ellittica non è rigata ; imperocché la sua 

equazione è -f -— = 2z, e però rispetto a quest’equazione i 

due fattori del primo membro (19) risultano immaginarli. 

188. Sezioni circolari — Abbiam veduto che le superficie 
di 2° gr. possono, in generale, esser tagliate da un piano se- 
condo un’ellisse; quindi si può cercare se possano esser ta- 
gliate benanche secondo un cerchio. Consideriamo primamente 
quelle dotate di centro, che riferite ai loro assi sono tutte 
racchiuse nell’equazione : 


( 1 ) 


.T* li* S* 

1- — H 

a* n i* e* 


> 


immaginiamo una sfera di raggio r, e col centro in quello 
della superficie (1); la sua equazione sarà: 



sottraendo queste due equazioni si à l’altra: 


la quale rappresenta un cono, che passa per gli stessi punti 
comuni alle due superficie (1) c (2), cioè per la loro linea d’in- 
tersezione, perchè la (3) è verificata da quegli stessi valori che 
verificano a un tempo (1) e (2). Ora, perchè la linea d’inter- 
sezione di quelle superficie sia un cerchio, dev’essere piana, 
e reciprocamente se è piana è un cerchio, perchè una sfera non 
può esser tagliata da un piano che secondo un cerchio: è 
d’uopo quindi che l’equazione (3) si riduca a quella d’un 
piano; anzi al sistema di due piani , essendo di 2° gr. Ma pcr- 
chè ciò sia, il primo membro devesi scomporre in fattori lineari; 
e poiché essa 3) contiene soltanto i quadrati delle variabili. 
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non può scomporsi in fattori lineari e reali, se non riducendo a 
due questi quadrati, cioè supponendo che il coefficiente del 
terzo sia nullo, il che può farsi, perchè r è arbitraria. Inoltro 
è duopo che il coefficiente che s’annulla sia quello che rendo 
di segni opposti i due che rimangono, altrimentc s’avrebbe 
un’ equazione impossibile. Con questo avvertenze, nel caso del- 
l’ellissoide, ove è sempre possibile supporre a>b>c, non si 
può supporre altrimenti cho r—b, si che la (3) si riduce a 




e quest’equazione rappresenta col fatto due piani reali. Coto- 
sti piani che tagliano l’ellissoide secondo cerchi, passano per 
l’asse medio 2 b, quindi sono perpendicolari alla sezione prin- 
cipale (ac), c la loro posizione si determina agevolmente; poi- 
ché, essendo essi quegli stessi che tagliano la sfera di raggio 
r—b, le tracce (4) di questi piani dovranno incontrare l’el- 
lisse principale (ac) in quegli stessi punti ovo l’ incontra la 
detta sfera; laonde col centro quello della superficie, e con un 
raggio eguale al semiasse intermedio si descriva nel piano 
della ellisse principale (ac) un cerchio, il quale incontrerà que- 
st’ellisse in quattro punti, che uniti col centro daranno le 
tracce de’due piani (4). Questi piani inoltre, secondo questa 
costruzione, o secondo la stessa equazione (4) sono simmetri- 
camente posti rispetto alle due sezioni principali (ab), (ic); per 
brevità li dinoteremo con (C,), (C t ). 

Pertanto, siccome lo sezioni fatto in piani paralleli produ- 
cono nella superficie di 2° gr. curve simili, così nell’ellissoi- 
de vi sono due sistemi di sezioni circolari, in uno de’qoali i 
piani seganti son paralleli al piano (C,) , e nell’ altro i piani 
seganti sono paralleli al piano (CJ : i piani (C,),(C,) sono 
detti ciclici. 

189. Se la superficie è un’iperboloide a una foglia, l’equa- 
zione (3) non può altrimenti ridursi a quella di due piani se non 
perr = «; cosi, mutando c* in— c 1 , l’equazione di detti piani è 


(i-ÌV-G+i)'-*- 


Questi piani ciclici passano per l’asse reale 2 a, il maggiore 
dell’ellisse di gola; e la loro posizione si determina come quella 
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de’ precedenti piani (C,), (C,) , descrivendo col centro dell’i- 
perboloide nel piano della sezione (bc) e con un raggio «un 
cerchio, che incontrando l’ipcrbola [bc) determina le tracce di 
detti piani. 

Pertanto nell’iperboloide in discorso i piani ciclici passano 
per l’asse maggiore dell’ellisse di gola, e quindi nel cono 


iti) 


.T* »/* 

a* f b* 


z* 

c* 


= 0 , 


ove a>b?c, i piani ciclici sono gli stessi (5). 

190. Finalmente nel caso dell’iperboloide a due foglie biso- 
gna nella (1) e quindi anche nella (3) cambiare b* in — b 1 e c* 
in — c 1 ; cosicché, supponendo b>c, non si può supporre altri- 
menti che r*— — b 1 , per avere l’equazione di due piani reali 
la quale si trova essere : 


P) 




*-0. 


Questi piani ciclici sono bensì reali, ma non incontrano l’iperbo- 
loide, perchè il raggio r della sfera in questo caso è —b \J—\, 
cioè immaginario; perù non è men vero che le sezioni paral- 
lele sono curve simili, e quindi se i piani (7) danno cerchi 
immaginar», i piani paralleli, che tagliano col fatto la superfì- 
cie, daranno cerchi reali. 

Pertanto in ogni superficie di 2° gr. dotata di centro esisfon 
sempre due diversi sistemi, e soltanto due, di piani paralleli , 
che producono sezioni circolari. 

191. Passiamo ora a considerare le due paraboloide, che van 
comprese nell’equazione: 


ove il segno superiore à luogo per la paraboloide ellittica , e 
l'inferiore per l’iperbolica: per sapere se ammettano sezioni 
circolari , consideriamo quella che passa pel vertice della su- 
perficie (origine delle coordinate) c abbia per raggio r: que- 
sta sezione circolare starà sulla sfera che à per equazione: 

(9) x*+y*+s* = 2rz; 

eliminando il termine in ; tra queste due equazioni si à l’altra: 


IO) 


n 

n 


\r 

a) 

+ Vr ^ hi 


li* 4 - 


-0, 
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che è quella del cono che passa per la linea d’intersezione del- 
la superficie (8) e della sfera (9) ; si che, ragionando come al 
§. 188, conchiudiamo che, nel caso della paraboloide ellittica 
e supponendo a>6, perchè la (10) si potesse ridurre all’equa- 
zione di due piani , dev’essere— = — , o vero r~ a; così la (10 

T GL 

diviene: 

tu) 

Quest’equazione è quella dei piani ciclici della paraboloide 
ellittica: da essa scorgiamo che dotti piani sono reali, e nel 
tempo stesso vediamo che divengono iinmaginarii per la pa- 
raboloide iperbolica, perchè por questa superficie devesi muta- 
re l- in - P , laonde delle due paraboloide, la sola ellittica am- 
mette due sistemi di sezioni circolari, mentre l’ iperbolica non 
ne à alcuno. 

192. Condizioni perchè una superficie di 2" grado sia 
di rotazione. — Abbiasi l’equazione generale: 

(E) Ax'+Bf+Cz* i2[Dyz+Exz+Fxy)+2[Gx+Hy+lz)+K=.Q 

e s’osservi primamente che una superficie di rotazione è tale, 
che tagliandola con piani jicrpendicolari all’asse di rotazione, 
le sozioni devono essere de’ cerchi: sieno pertanto 

(12) Ix-r-my+nz—p, lx+my-\-nz—p' 

le equazioni di due piani paralleli, i quali saranno perpendi- 
colari all’asse di rotazione se l, m, n sono i coseni degli an- 
goli che quest’asse forma coi tre assi coordinati. Posto ciò, 
moltiplicando coteste equazioni ne risulta l’equazione quadratica 

(13) Py* t m‘ t y t +n t z*+2(mnyz + lnxz+lmry)—pp' — 0, 

che si può considerare come quella d’una superficie di 2° grado. 

Ora se moltiplichiamo quest’ ultim’ equazione per un’inde- 
terminata h, o sottragghiamo il prodotto dalla (E) l’equazione 
risultante: 

,. ( [A-hPx t +[B-hm*)y l +(C—hn v )z l +2[D- hmn)yz-~2E -hln)xz 

l +2(F—klm)xy+2(Gx-riry+Iz)-rhpp'+K'-0 

sarà quella d’ un’ altra superficie di 2° gr. , la quale passerà 
per l’intersezione della superficie (E) coi due piani (13); e con- 
seguentemente, perchè queste intersezioni fossero duo cerchi , 
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è necessario e sufficiente che la precedente superficie sia quella 
d’ una sfera; il che avviene se àn luogo le seguenti condizioni : 

( A—hl l =B — Am*=G—hn t , 

1 J ( D — hmn = 0 , E-kln = 0 , F-hlm^O; 


alle quali conviene aggiunger l’altra + m 1 l- »*= 1. Pertanto 
avendosi in tutto sei equazioni distinte, e dovendo determi- 
nare soltanto quattro quantità h, l, m, n, ben si vede che s’ a- 
vranno due equazioni di condizione. E primamente dalle se- 
conde (15J si trae: 

7 111 

(1&) : : 


e con questo forinole si determina la, direzione dell’asse di rota- 
zione. Inoltre dalle stesse equazioni si deduce : 


(17) 



DF 
E ” 


km 1 . 



c in virtù di queste relazioni le prime (15) divengono: 


(18) 


A 


EF _ DF r DE, 
D^-a g = c - F ; 


queste due equazioni, indipendenti dalle quantità che debbonsi 
determinare, sono appunto le condizioni richieste. Inoltre è ne- 
cessario che i tre binomii (18) sieno diversi da zero; imper- 
ciocché se fossero nulli avremmo A — ^-, B 

DBF 

c messi questi valori di A,B,C nella (E), quell’ equazione 
può prender la forma: 

DBF ( J + 1 + -)*+ 3 [Gx + Hy + Iz) + K = 0 : 


Ora passando ad assi paralleli si potranno fare sparire dalla 
(E) o i termini in x , y, z, o due di questi termini e il termino 
noto A”, scusa alterarsi i coefficienti de’termini a 2° grado, 
quindi l’equazione precedente può prendere una delle due forme 


H + 1 + >)’+*•=«• “K J + ì + ff + s ' i=0 ' 


la prima delle quali rappresenta duo piani reali o immagina- 
ri! ; e la seconda rappresenta una superficie, la quale ò tagliata 


Digitized by Google 


193 . SEZ. RETT. E CIRC. DELLE SUPERF. DI 2 .° GR. §. 195 . 271 


da piani paralleli al coordinato YZ secondo rette, e perciò non 
può essere una superficie di rotazione. Pertanto le condizioni 
necessarie e sufficienti perchè la superficie di 2° grado sia di 
rotazione sono le seguenti'. 




193. Ponendo por semplicità -^ = 2)', -^=2?', e tenon- 

do presente la relazione 2 * -)-»»* +k s = 1 , si ricava dalle (16): 

. D' E' F 

l = — , T »= . 

■JD'*+E' t +F' i sjD^+E’^F’ 1 


dopo di che qualunque delle (17) determinerà la costante h. 

194. Allorché uno solo de' coefficienti D,E,Fh nullo , le 
relazioni (19) non possono aver luogo, e però la superficie non 
può essere di rotazione; ma se si à ad un tempo D — E~ 0, 

E 

quelle relazioni possono essere scritto cosi: A — F^—C, 

B — F — = C , e contengono l’indeterminata D:E, la quale eli- 
■Ji 

minata conduce alla condizione sguentc: 


( 20 ) [A-C)(B-q = F, 


•che dev’essere verificata, nell’ipotesi ammessa, perchè la pro- 
posta equazione rappresenti una superficie di rotazione. Inoltre è 

d’ uopo che sia C ’O. 

Finalmente se i tre coefficienti D, E, F sono nulli , la (20) 
ci fa vedere che per potere essere di rotazione la superficie 

devesi avere A-C ' , o pure B~C ' 0; vale a dire, in gonerale, 

che i coefficienti di due dei quadrati devono essere uguali c 
diversi da zero. 

195. Le formole (16) determinano la direzione dell’asse di 
rotazione, e volendone determinare la posizione osserveremo, 
che esso deve passare pel centro d’una qualunque di quelle 
sfere alla quale devesi ridurre la superficie (14). Or quell’e- 
quazione, verificate le condizioni (15), perchè potesse ridursi 
a quella d’una sfera, avrà per coefficienti di x, y, z le seguenti 


Digitized by Google 



272 §. 195. PARTE SECONDA —GEOMETRIA NELLO SPAZIO §. 195 


2 q. 2 ^ 21 

espressioni ~~ìi~n 1 ' A fui* ' ^ f l ua ^' stan do ai valori (17) 

,. 2DG 2 EH 2FI ,, . . .. 

divengono M^'BW=$F'W=5a' e com ò noto le metà 

di queste frazioni prese col seguo mutato sono le coordinate 
del centro “della sfera; quindi le equazioni dell’asse di rotazione 
essendo quelle d'nna retta che passa per questo punto e à la 
direzione determinata dalle forinole (16) saranno, generalmente 

parlando, 


'r 


ADEFj 

« FPOfc „ _ 

c verranno nit ■ ■at* ne’ casi che due o tutti e tre i coefficienti 
D, E ,F foss. nulli, tenendo presenti le riduzioni operate su- 
periormente in simiglianti casi. 
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